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Neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen nebst 
einigen direeten Bestimmungen der Doppeltangenten 
ebener algebraischer Curven beliebiger Ordnung. 


(Von Herrn O0. Zimmermann in Zoppot.) 


1. 

Dem Begriff der Singularitäten sowie der T’angente (bez. T’angential- 
ebene) liegt die Coineidenz zu Grunde. 

Daher empfiehlt es sich zum Beweise der Plückerschen Formeln auf 
den Fundamentalsatz der Coineidenz von de Jonquieres*”) zurückzugehen. 
Das Gewand, in welchem dieses Theorem seinem Urheber zuerst vor- 
schwebte, ist der Algebra entlehnt, doch will ich hier einen geometrischen 
Beweis geben. 

Lehrsatz 1. 

Wenn in einer Ebene ein Punkt O der Mittelpunkt für zwei Strahlen- 
büschel (a) und (b) ist, und auf Grund irgend einer Beziehung einem Strahle 
a stets $ Strahlen b, einem Strahle b jedoch « Strahlen a entsprechen, so giebt 
es @+/3 Strahlen a, welche mit je einem entsprechenden Strahle b zusammenfallen. 

Beweis. Wir ziehen durch einen beliebigen Punkt M der Ebene zwei 
feste Gerade A, B und ordnen ihnen bez. die Strahlenbüschel (a) und (b) zu. 

Ein beliebiger Strahl « möge die Gerade A in a treffen, während 
die ihm entsprechenden Strahlen 5 die Gerade B in ? Punkten b schneiden 
mögen. Wir verbinden nun jeden Punkt a der Geraden A mit den ent- 
sprechenden 5 Punkten b der Geraden B durch 5 Gerade £. Dann umhüllen 
diese Geraden £ eine Curve von der Klasse @+/. Denn rechnet man den 


*) de Jonquieres, Theoremes generaux concernant les courbes geometriques planes 
d’un ordre quelconque, Journal de Liouville, deuxieme serie, tome VI, annee 1861, p. 117, 
theoreme V. 
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Punkt M zu der Geraden A, so entsprechen ihm 5 Punkte b, auf der Geraden 
b, das heisst B ist eine P-fache Tangente der Curve, und die Punkte b, sind 
ihre Berührungspunkte. 

Ebenso ist die Gerade A eine «-fache Tlangente der Curve, und ihre 
Berührungspunkte sind diejenigen « Punkte a,, welche dem Punkte M ent- 
sprechen, wenn man ihn als einen Punkt der Geraden B auffasst. 

Da von jedem Punkte der Geraden A noch ? und von jedem Punkte 
der Geraden 5 noch « Tangenten an die Curve gehen, so ist diese von 
der Klasse «+ und möge durch C,,; bezeichnet werden. Diese Curve, 
welche zur Veranschauliehung der gegebenen Correspondenz zwischen den 
beiden Strahlenbüscheln («) und (b) dient, wollen wir der Kürze halber die 
Correspondenzcurve nennen. 

Die Tangenten nun, welche von O aus an die Correspondenzeurve 
sehen, stellen offenbar je zwei zusammenfallende entsprechende Strahlen 
a,b vor, deren Anzahl also, wie behauptet wurde, gleich &-+? ist. 

Dem obigen Lehrsatze steht der folgende dual gegenüber: 

Lehrsatz 2. 

Befinden sich auf einer Geraden zwei Punktreihen (a) und (b), und ent- 
sprechen auf Grund irgend einer Beziehung jedem Punkte a der ersten Heihe 
? Punkte der anderen, und jedem Punkte b der zweiten Reihe « Punkte der 
ersten, so giebt es auf der Geraden «-+/ Punkte a, welche mit je einem ent- 
sprechenden Punkte b zusammenfallen. 


Für die zusammenfallenden entsprechenden Strahlen und Punkte 
wollen wir die übliche Bezeichnung Coincidenzstrahlen und Coincidenzpunkte 
anwenden, und, wenn von einer Correspondenz die Rede ist, der besseren 
Uebersicht halber folgendes Schema gebrauchen: 


a b 
vr ß 
0 i 1 


Das bedeutet: Einem Punkte a entsprechen $ Punkte b, und einem Punkte b 
entsprechen « Punkte a. 

Anstatt das ganze Correspondenz-Schema hinzusetzen, wird es häufig 
genügen, nur die Correspondenz-Zahlen, zum Beispiel «, 5 zu nennen. 


Das Eigenthümliche der Correspondenzeurven besteht darin, dass die 


en 


Zimmermann, neue Äbleitung der Plückerschen Gleichungen. 3 


Summe der Multiplieitäten ihrer beiden höchsten vielfachen 'Tangenten 
(Punkte) gleich ihrer Klasse (Ordnung) ist. 

Eine Correspondenzeurve kann in besonderen Fällen zerfallen. Hier- 
von überzeugt man sich mit Leichtigkeit, da es einem freisteht, die 'T’an- 
genten einer beliebigen Curve zur Üonstruction zweier correspondirenden 
Strahlenbüschel zu benutzen, worauf sich dann umgekehrt jene Curve als 
ein Theil der zugehörigen Correspondenzeurve ergiebt. 

Es bezeichne zum Beispiel C, eine Curve »-ter Klasse mit einer 
p-fachen Tangente A und einer g-fachen Tangente B, und es sei 

p+a<n. 


Eine Tangente £ der Curve €, möge die beiden Geraden A, B in den Punkten 
a, b schneiden. Von irgend einem festen Punkte O der Ebene ziehen wir die 
Geraden Oa, 0b. Dieselben beschreiben, während die Tangente £ auf der 
Curve ©, rollt, zwei correspondirende Strahlenbüschel (a) und (b), für welche 
das Correspondenz-Schema 

a b 

l ,n-p 

n—q 1 

gilt. Die Correspondenzeurve für die beiden Strahlenbüschel besteht aus 
der Curve €, und dem Schnittpunkte M der beiden Geraden A, B, welcher 
(na—p—g)-fach gerechnet werden muss. 

Betrachten wir nämlich die Verbindungslinie OM als Strahl a, so 
entsprechen ihm »—p Strahlen 5b, von denen g Strahlen nach den Berührungs- 
punkten der Geraden B gehen, während die übrigen n„—p—gqg Strahlen mit 
der Geraden OM zusammenfallen, weil ausser A und B noch »n—p—gqg Tan- 
genten von M aus an die Curve C, gehen. 

Betrachten wir andererseits die Verbindungslinie OM als Strahl b, so 
entsprechen ihm a—q Strahlen a, von denen p Strahlen nach den Berührungs- 
punkten der Geraden A gehen, während die übrigen a—p—g Strahlen mit 
der Geraden OM zusammenfallen, weil ausser A und B noch a—p—gq Tan- 
genten von M aus an die Curve €, gehen. 

Hiernach ist M als (a—p—g)-fach zu rechnender Punkt ein Bestand- 
theil der Correspondenzeurve, die somit von der Klasse 22—p—gq ist und 
ausser dem Punkte M noch aus der Curve ©, besteht. 

Die beiden Strahlenbüschel («) und (b) haben also, wie man sieht. 


1* 








4 Zimmermann, neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen. 





EN = 


die Eigenthümlichkeit, dass in den Strahl OM, wenn man ihn zu dem einen 
Büschel rechnet, a—p—g Strahlen des anderen Büschels hineinfallen, und 
deshalb zerfällt die zugehörige Correspondenzeurve, 


Daher ist die Gerade A, wenn man den Punkt M mit zu der Correspondenz- 
eurve rechnet, eine (a—g)-fache, die Gerade B eine (a—p)-fache Tangente 
der Correspondenzeurve, deren Klasse 22»—p—-g gleich der Summe der 
Multiplieitäten ihrer beiden höchsten vielfachen Tıangenten A und B ist. 


Setzt man in dem Obigen p=0 oder g=0, so bedeutet dieses, dass | 
die Curve C, die Gerade A beziehlich 2 nicht berührt. | 


Wir wollen solche Correspondenzeurven, welche nicht degeneriren, 
echte, im Gegensatz zu degenerirten nennen. Die Kegelschnitte können als 
echte Correspondenzeurven aufgefasst werden, wenn man z. B. für die Geraden 
A und B zwei 'T’angenten wählt. 

$ 2. 
Auf einander liegende Correspondenzen. 

Wir wollen jetzt wieder annehmen, einem Strahle «a eines festen 
Punktes O0 einer Ebene entsprächen 5 Strahlen b desselben, und umgekehrt 
entsprächen einem Strahle 5 auf Grund derselben Beziehung « Strahlen a. 
Dann haben wir, wie vorhin, das Correspondenz-Schema 


a b 
(1.) TE 
0 1 


Ferner mögen aber einem Strahle « des Punktes O auf Grund einer anderen 
zweiten Beziehung /' Strahlen 5’, und einem Strahle 5’ mögen «' Strahlen 
a' des Punktes O entsprechen. Dann gilt das zweite Correspondenz-Schema 


a b' 

2.) 1 | 

7 1 
und es fallen | 
aß +a'P / 


Strahlen 5, 5’ zusammen, welche zwei zusammenfallenden Strahlen a, a’ ent- 
sprechen. 
Zum Beweise ziehen wir durch einen beliebigen Punkt M der Ebene 
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zwei beliebige Gerade A, B. Dann entspricht dem Correspondenzschema 
(1.) eine Gorrespondenzeurve (@+P)-ter Klasse C,,;, welche die Geraden 
A, B beziehlich zur «-fachen und /-fachen Tangente hat. 

Dem Üorrespondenzschema (2.) entsprieht aber eine Correspondenz- 
eurve (@+/')-ter Klasse C,,,;,, welche die Geraden A, B beziehlich zur 
o'-fachen und P'-fachen Tangente hat. 

Nun besitzen diese beiden Correspondenzeurven ausser den Geraden 
A und B im allgemeinen noch 

(+) +) —ae— PP =aß'+a'ß 
gemeinsame Tangenten, welche durch £ bezeichnet werden mögen. Der 
Schnittpunkt A einer solchen Tangente t mit der Geraden A repräsentirt 
zwei Punkte a, a‘, während ihr Schnittpunkt ®B mit der Geraden B zwei 
Punkte b, b’ darstellt. Der Strahl OB repräsentirt also zwei zusammen- 
gefallene Strahlen 5, b’, welchen zwei in dem Strahle OMU zusammen- 
gefallene Strahlen a, a’ entsprechen. Wir haben daher folgende Sätze: 
Lehrsatz 3. 

In zwei concentrischen Strahlencorrespondenzen, für welche bez. die 

Correspondenz-Zahlen «a, % und «', 5 gelten, decken sich 


(3.) aß +eP 
unter sich entsprechende Strahlenpaare der einen Correspondenz mit je einem 
unler sich entsprechenden Strahlenpaare der anderen Correspondenz. 


Lehrsatz 4. 
In zwei auf einer und derselben Geraden befindlichen Punktcorrespondenzen, 
für welche bez. die Correspondenz-Zahlen o, 9 und «, 3 gelten, decken sich 
(4.) ae + ß 
unler sich entsprechende Punktepaare der einen Correspondenz mit je einem 
unter sich entsprechenden Punktepaare der anderen Correspondenz. 


$ 3. 
Constanter Winkel zwischen zwei entsprechenden Strahlen. 
Es seien zwei entsprechende Strahlenbüschel (a) und (b) mit dem- 
selben Mittelpunkte O und den Correspondenz-Zahlen «, % gegeben. 
Wie oft bilden zwei entsprechende Strahlen a, b dieser beiden Büschel 
einen eonstanten Winkel # mit einander? 
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Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir zwei beliebige Gerade 
A, B an, deren Schnittpunkt M sei, und construiren die Correspondenz- 
eurve Q,;; 

Ferner verlegen wir den Scheitel des Winkels # nach O und lassen 
den Winkel um diesen Punkt rotiren. Die vier Punkte, in denen die 
Schenkel des Winkels # die Geraden A, B treffen, verbinden wir durch 
zwei neue Gerade. Dieselben umhüllen nach einem elementaren Satze 
zwei Kegelschnitte St, 8’, welche in O einen gemeinsamen Brennpunkt und 
die Geraden A, B zu Tangenten haben. 


Ausser diesen beiden Geraden hat die Correspondenzeurve mit den 

Kegelschnitten K, &’ noch 
2(@+P) 

Tangenten gemein. Die Schnittpunkte einer solchen Tangente mit den 
Geraden A, B spannen in O0 den Winkel ®. 

Für #9 = 90’ fallen K, 8’ in einen einzigen Kegelschnitt zusammen, 
der mit der Curve C,,; ausser den beiden Geraden A, B noch 

e+ß 
Tangenten gemein hat, deren Schnittpunkte mit den Geraden A, Bin O 
einen rechten Winkel spannen. Mithin: 
Lehrsatz 5. 

In zwei concentrischen Strahlenbüscheln, welche sich auf Grund einer 

Correspondenz «a, 3 entsprechen, giebt es 


(5.) 2(@+ß) 
entsprechende Strahlenpaare, welche einen gegebenen Winkel 6 bilden, und für 
’=W und für 6=V reducirt sich die Zahl (3.) auf 


(6.) a-+P. 
$ 4. 
Constante Strecke zwischen zwei entsprechenden Punkten. 
Es seien auf einer Geraden A zwei entsprechende Punktreihen 
(a), (b) gegeben, für welche die Correspondenz «, 5 gilt. Wie oft schliessen 
zwei entsprechende Punkte a und b eine constante Strecke / ein? 


Lemma. Es seien zwei feste Gerade A, B gegeben, deren Schnitt- 
punkt M sei, und es gleite auf A eine constante Strecke mn =/. Von einem 


Ben 


at a ae 
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beliebigen festen Punkte O aus ziehe man die Strahlen Om, On, welche 
bez. die Gerade B in m’, m’ treffen mögen. Dann umhüllen die Verbindungs- 
linien mn und mn zwei Kegelschnitte $, ft’, welche beide durch den Punkt O 
gehen und die Geraden A, B berühren. Für beide Kegelschnitte ist ihre 
Tangente in O parallel zu der Geraden A. 

Liegt der Punkt O0 im Unendlichen, so sind beide Kegelschnitte 
Parabeln. Fällt eine der beiden Geraden A, B in das Unendliche, so 
degeneriren beide Kegelschnitte. Dasselbe findet statt, wenn die Geraden 
A, B einander parallel sind. Befinden sich die beiden Geraden A, B und 
die Punkte M,O im Endlichen, so sind beide Kegelschnitte Uentralkegelschnitte. 

Die Berührungspunkte der beiden Kegelschnitte ft, ti’ auf der Geraden 
A sind von dem Punkte M aus nach entgegengesetzten Seiten um die 
Strecke ! entfernt und mögen durch a,, a, bezeichnet werden. Projieirt 
man diese Berührungspunkte von O aus auf die Gerade B, so erhält man 
zwei Punkte b,,b,, in welchen diese Gerade von f, 8 berührt wird. 


Umkehrung: Es sei t eine beliebige Tangente eines Kegelschnittes und 
O der berührungspunkt der zu ihr parallelen Tungente. Zieht man nun von 
einem beliebigen Punkte p der Tangente t die noch mögliche Tangente t an den 
Kegelschnitt, schneidet von p aus nach einer gegebenen Richtung auf t eine 
constante Strecke pp =! ab, und zieht den Strahl Oy, so trifft dieser die 
Tangente t' in einem Punkte einer festen Tangente t' des Kegelschnittes. 
Oder: 


Das zwischen zwei beliebigen festen Tangenten t, t' eines Kegeischnittes 


‚enthaltene Stück einer auf ihm rollenden Tangente t erscheint von dem 


berührungspunkte einer Tangente, die zu einer von jenen beiden parallel ist, 
unter einem Winkel, der auf dieser eine constante Strecke ausschneidet ete. 


Um nun die gestellte Frage zu beantworten, ziehen wir durch einen 
beliebigen Punkt M der Geraden A eine beliebige Gerade B und nehmen 
einen beliebigen festen Punkt O an. Die Verbindungslinien desselben mit 
den Punktreihen (a) und (b) liefern zwei Strahlenbüschel (a) und (b), deren 
Correspondenzeurve C,,, wir construiren. 


Y 


Ferner lassen wir die constante Strecke / auf der Geraden A gleiten 
und eonstruiren nach dem Lemma die beiden Kegelschnitte X, ft’. Dieselben 
haben ausser den Geraden A und B mit der Correspondenzeurve noch 


2 (+) 
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Tangenten £ gemein. Derjenige Strahl des Punktes O, welcher nach dem 
Sehnittpunkte der Geraden B und einer solchen Tangente # geht, schneidet 
die Gerade A in einem Punkte b,, welcher dem Schnittpunkte a, der Tan- 
gente £ mit der Geraden A entspricht, und es ist a,b, =. Mithin 


Lehrsatz 6. 
Sind auf einer Geraden zwei Punktreihen gegeben, zwischen denen eine 
Correspondenz «a, } besteht, so. giebt es im allgemeinen 


2(@+ß) 
entsprechende Punktepaare, welche eine gegebene Strecke | einschliessen. 
Für Z=o ist die Anzahl der entsprechenden Punktepaare gleich 


a+ß, 
denn die Kegelschnitte $, ’ redueiren sich alsdann auf die Punkte O und M. 


Für 2=»x ergeben sich «+ Punktepaare; denn sieht man den un- 
endlichen Punkt der Geraden A als einen Punkt a an, so entsprechen ihm 
? Punkte b,, sieht man ihn als einen Punkt b an, so entsprechen ihm 
ae Punkte a,. 


$ 5. 
Bestimmung der Klasse einer Curve n-ter Ordnung. 

Um die Klasse einer Curve »-ter Ordnung C” zu finden, nehmen 
wir die Curve zunächst als allgemein an und ermitteln die Tangenten, 
welche von einem beliebigen Punkte P, der nicht auf C* liegt, an die 
Curve gehen. Ein zweiter beliebiger Punkt, der ebenfalls nicht auf C" 
liegen möge, heisse ©. 

Ein beliebiger Strahl o des Punktes O treffe die Curve C” in n 
Punkten a. Durch einen solchen Punkt a geht ein Strahl » des Punktes P. 
Dieser Strahl p trifft die Curve C” ausser in a noch in »—1 Punkten a. 
Die Verbindungslinien des Punktes O mit diesen a—1 Punkten a’ liefern 
n—1 Strahlen o, welche dem Strahle o entsprechen mögen. Da dieser 
aber die Curve in » Punkten a trifft, so entsprechen ihm im ganzen »(n—1) 
Strahlen o'. 

Umgekehrt entsprechen auch einem beliebigen Strahle 0’ wiederum 
»(n—1) Strahlen 0. Denn o’ trifft die Curve in » Punkten a’, und deren 
Verbindungslinien mit ? schneiden die Curve noch in je a—1 Punkten a, 
welche mit O0 verbunden »(r» -1) entsprechende Strahlen o liefern. Wir 


rn 
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haben also das Correspondenz-Schema 


3 


0 0 
4 x 
l n(n—1) 


n(n ne ) 1 


und folglich 2r(a—1) Uoineidenzstrahlen. Da nun aber die Gerade OP 
die Curve in » Punkten a schneidet, so entsprechen ihr, wenn man sie als 
einen Strahl o betrachtet, 


n(n—1) 
Strahlen o’, welehe mit ihr zusammenfallen. Es bleiben also 
n(n—1) 


Coineidenzstrahlen » übrig, welche nicht in die Gerade OP fallen und im 
allgemeinen getrennt durch den Punkt O laufen. Ein Coineidenzstrahl w 
kann nun offenbar nur dadurch entstehen, dass ein Punkt a. in einen ent- 
sprechenden Punkt a, hineinfällt. Dann berührt aber der Strahl p, welcher 
diese beiden Punkte a,. a, verbindet, da wo sie sich vereinigen, die Curve 
C”. Daher gehen von P aus n(a—1) Tangenten an die Curve. Mithin: 


Lehrsatz %. 


Eine allgemeine Curve n-ter Ördnung ist von der Klasse 
n(n—1). 


Nimmt man einen der Punkte O, P oder beide auf der Curve ©” an, 
so modifieirt sich der obige Beweis ein wenig. 

Fallen mehrere der Coineidenzstrahlen ® in einen einzigen zusammen, 
so bedeutet dieses, dass die Berührungspunkte mehrerer der Taangenten £, 
welche von P an die Curve CE" gehen, auf einem Strahle des Punktes O 
liegen, oder dass mehrere Tangenten £ zusammenfallen und denselben 
Berührungspunkt haben, welcher somit ein Wendepunkt oder Undulations- 
punkt ist. 

Mit der obigen Construction der Coineidenzstrahlen »® ist zwar die 
Zahl aber nicht die Zage der Berührungspunkte der von P an die Uurve 
C" gehenden Tangenten eindeutig bestimmt, denn ein Coineidenzstrahl & 
schneidet die Curve in » Punkten, von denen wir nur wissen, dass einer 
von ihnen der Berührungspunkt sein muss. Um nun die Lage der 
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Berührungspunkte eindeutig kennen zu lernen, verändere man die Lage 
des Punktes O0, wodurch man »(r—1) neue Coineidenzstrahlen »' erhält. 
Diese schneiden sich mit den bereits gefundenen Strahlen » in »’(n—1)' 
Punkten, von denen »(»—1) auf der Curve C” liegen. Das sind die 
Berührungspunkte der von P an C* gehenden Tangenten. 

Anmerkung. Wenn im Folgenden Punkte oder Gerade, wie oben, 
durch eoineidirende Elemente der Zahl nach bestimmt werden, so muss die 
eindeutige Bestimmung der Lage jedesmal, wie oben, durch Wiederholung 
der Construction geschehen, indem man denjenigen Punkt oder diejenige 
(serade, welche die Coineidenzstrahlen oder Coineidenzpunkte als Elemente 
enthält, verändert. Diese Wiederholung werden wir jedoch stets dem Leser 
überlassen. 

$ 6. 
Verminderung der Klasse einer Curve durch vielfache Punkte. 

Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen bei, so 
ergiebt sich dasselbe Schema, auch wenn die Curve ©” einen 4-fachen 
Punkt K hat, und es fallen auf der Geraden OP wieder »(a—1) Coincidenz- 
strahlen zusammen. 

In die Gerade OK fallen aber A(k—1) UCoineidenzstrahlen hinein, 
denn es kreuzen sich in K offenbar %k Strahlen o mit % entsprechenden 
Strahlen p. 

Nennen wir nämlich die unendlich dieht bei einander liegenden % 
Punkte, in welchen der Strahl OK die Curve C" in K schneidet. 

[2 sen ee 
so möge z. B. der Strahl Pa, die Curve in K noch in k—1 Punkten 


1 


? k— 
OraRE SPURERRE |. 
treffen. Dann entsprechen dem Strahle Oa, als einem Strahle o die 
Strahlen 
(2.) 0.00. ... Od 
als Strahlen o. Nun fallen aber diese k—1 Strahlen (2.) mit Oa, zusammen. 
Daher repräsentirt Oa, offenbar k—1 Coineidenzstrahlen. 
Von jedem der Strahlen 
O0. OQ;. ... (a, 


gilt dasselbe. Da nun aber die Punkte (1.) alle in A zusammenfallen, so 





ni : 
“ 
2 
ws 
$ 
a 
b 
5 
je 


ERREGT ORT SON 7 208 


een 





VI Sa r 


ad 2 see Wo Bee Zen N 


ERREGER TEN Em 


RETTET EN pe Fe VPE 








Zimmermann, neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen. 11 


folgt, dass in die Gerade OK im ganzen k(k—1) Coineidenzstrahlen hinein- 
fallen. Daher bleiben noch 

n(n—1l)—k(k—]1) 
Coineidenzstrahlen »& übrig, welche im allgemeinen getrennt durch den 
Punkt O laufen. Ihnen entsprechen eben so viele Tangenten, welche von 
P an die Curve ©” gehen. 

Offenbar gilt für einen jeden neuen vielfachen Punkt eine ent- 
sprechende Verminderung der Klasse der Curve ©”, Wir haben daher 
den Satz: 

Lehrsatz 8. 
Für einen jeden k-fachen Punkt vermindert sich die Klasse einer Curve 
um die Zahl 
k(k—1). 
Für jeden Doppelpunkt ist diese Verminderung also gleich 2. 
s 7. 
Verminderung der Klasse einer Curve durch Ruckkehrpunkte oder Spitz: 

Hat die Curve C” einen Rückkehrpunkt (eine Spitze) S, so ver- 
mindert sich die Klasse der Curve zunächst um 2, weil die Spitze S ein 
Doppelpunkt ist. 

Nun kann man sich die Spitze nach althergebrachter Weise aus 
einem Doppelpunkte mit reellen Tangenten entstanden denken, indem die an 
dem Doppelpunkte befindliche Schleife sieh bis ins Unendliche zusammen- 
zieht. Stellt man sich jetzt die Schleife während des Zusammenziehens 
mit allen ihren Tangenten vor, so ist es klar, dass die Schleife im Moment 
ihres Verschwindens als ein von seinen Tangenten eingehüllter Punkt 
betrachtet werden muss, der auf der Curve liegt. Fasst man also die 
Curve als Enveloppe auf, so besteht sie aus einer Curve und dem Punkte 8. 
Daher ist die Klasse der Curve €” jetzt gleich 

n(n—1)—3. 
Mithin 
Lehrsatz 9. 

Für jeden Rückkehrpunkt vermindert sich die Klasse einer Curve um 

die Zahl 3. 


Hat eine Curve »-ter Ordnung d Doppelpunkte und z Spitzen, so 
I %* 
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wird demnach ihre Klasse m durch die Gleichung 
(1.) m=n(n—-1)—-20— 3x 
ausgedrückt. 

Anmerkung. Dass ein zu einer Curve gehöriger Punkt, der als 
Enveloppe zu betrachten ist, wenn man die Klasse der Curve ins Auge 
fasst, auf der Curve selber liegt, kommt bei höheren Curven oft vor. Man 
kann es z. B. mit Leichtigkeit so einrichten, dass bei der Construction einer 
höheren Curve ein Einsiedlerpunkt mit zwei imaginären Tangenten auf die 
betreffende Curve zu liegen kommt. 


> 
S 8. 
Fernere Verminderungen der Klasse einer Curve. 

Hat eine Curve einen k-fachen Punkt K, so entstehen im allgemeinen 
k—1 Schleifen in demselben. Zieht sich eine solche Schleife zusammen, 
d. h. fallen zwei der # Tangenten des Punktes X zusammen, so redueirt 
sich offenbar die Klasse der Curve um 

k(k—l)+1, 
weil ein als Enveloppe zu betrachtender Punkt, der auf K liegt, aus der 
Curve herausfällt, wenn man sie als Klassencurve auffasst. 

Nehmen wir an, in dem Punkte K fielen je s Paare von 'Tangenten 
(2sk) zusammen, so ziehen sich s Schleifen zusammen, und die Klasse 
der Curve vermindert sich um 

k(k—1)+s. 
Mithin 
Lehrsatz 10. 

Für jeden k-fachen Punkt, von dessen Tangenten s Paare (2s—k) in 

je eine zusammenfallen, vermindert sich die Klasse einer Curve um die Zahl 


$ 9. 
Verminderung der Klasse einer Curve durch einen vielfachen Punkt, von dessen Tangenten 6 in eine 
einzige zusammenfallen. 


Hat die Curve ©” einen %4-fachen Punkt K, in welchem o Zweige 
os #k) eine und dieselbe Tangente berühren, so kann man die zur Ent- 
stehung der Curve führende Oonstruection so modifieiren, dass jene o Zweige 
verschiedene Tangenten berühren und o—1 Schleifen an dem Punkte K 
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bilden. Nun modifieire man die Construction so, dass die o—1 Schleifen 
sich zusammenziehen, die sich ergebenden o Zweige eine und dieselbe 
Tangente berühren, und die entstehende Curve mit C" zusammenfällt. 

Betrachtet man dann die Curve als Enveloppe, so fallen in den Punkt 
K noch o—1 als Enveloppen aufzufassende Punkte hinein, so dass man für 
die Klasse m der Curve C” die Gleichung 

m = n(n—1)—k(k—1)—0+]1 
hat. Daher 
Lehrsatz 11. 


Ein k-facher Punkt mit o zusammenfallenden Tangenten vermindert die 
Klasse einer Curve um die Zahl 


k(k—1l)+0—1. 
Combinirt man die Zweige eines 4-fachen Punktes zu zwei, so sieht man, 
dass derselbe 44(C4—1) Doppelpunkte vertritt. Da jeder Doppelpunkt die 
Klasse um zwei vermindert, so gewinnt es grosse Evidenz, dass ein A-facher 
Punkt die Klasse um 
2x4k(k—1) = k(k—]1) 
redueirt. 

Ein 4-facher Punkt mit s Paaren zusammenfallender Tlangenten ver- 
tritt gewissermassen 44(#—1)—s Doppelpunkte und s Spitzen. Ein solcher 
Punkt redueirt daher die Klasse um 

2XIk(k—-1)—2s+3s = k(k—1)+s. 

Ein A-facher Punkt, von dessen Zweigen o eine und dieselbe Tangente 
berühren, repräsentirt 44(k—1)—(o—1) Doppelpunkte und o—1 Spitzen. 
Er vermindert daher die Klasse um 

2x Lklk—-1)—2(0o—1)+3(0—1) = k(k—-1)+0—1. 

Anmerkung. Man stelle sieh eine 4-fache Tangente £ einer Curve 
vor, welche diese in k Punkten zweipunktig berührt. Fallen zwei dieser 
Berührungspunkte in einen zusammen, so repräsentirt derselbe drei Schnitt- 
punkte der Curve mit der Tangente und ist also ein Wendepunkt. Fallen 
auf der Tangente £ zum Beispiel von den 4 Berührungspunkten Z (<A) 
in einen einzigen zusammen, so schneidet die T’angente £ in ihm die Curve 
(Ü-+1)-punktig, und er ist ein höherer Undulationspunkt. 


Die dual gegenüberstehende Betrachtung ist für die Anschauung 


c 


be) 
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nicht eben so leicht fassbar, was in der Eigenthümlichkeit des dualen 
Gegensatzes von Punkt und Gerade in der Ebene begründet ist. 

Andererseits ist es ohne weiteres klar, dass ein Rückkehrpunkt, wenn 
man die betreffende Curve als Enveloppe betrachtet, als ein Doppelpunkt 
und ausserdem noch als ein von seinen T’angenten eingehüllter Punkt anzu- 
sehen ist, der auf der Curve liegt. 

Dagegen ist es nicht sofort einleuchtend, dass eine Wendetangente, 
wenn man die Curve, zu der sie gehört, als Ort betrachtet, als eine Doppel- 
tangente und ausserdem als eine Gerade anzusehen ist, welche die Curve 
berührt. 

$ 10. 
Bestimmung der Wendepunkte einer Curve n-ter Ordnung. 

Definitionen. Bisher pflegte man die a—2 Punkte, in welchen die 
Tangente i eines Punktes a einer Curve »-ter Ordnung C” diese noch 
schneidet (wenigstens für Curven dritter Ordnung) die Tangentialpunkte von 
a zu nennen. Dieser Ausdruck ist nicht sehr zweckmässig gewählt, denn 
für den dual gegenüberstehenden Begriff, von dem man häufig Gebrauch 
machen muss, lässt sich passender Weise kein entsprechendes Wort bilden. 
Oder soll man etwa sagen Contacttangente? 

Ich schlage daher vor, diejenigen a—2 Punkte a’, in welchen die 
Tangente £ eines Punktes a einer Curve n-ter Ordnung C” diese Curve 
noch schneidet, die Neberpunkte von a zu nennen. 

Bezeichnet m die Klasse der Curve C”, so heissen dem entsprechend 
die m—2 langenten ?', welche sich ausser # noch von a aus an die Curve 
ziehen lassen, die Nebentangenten von Et. 

Ein Punkt einer Curve m-ter Klasse ist demnach ein Nebenpunkt 
für die Berührungspunkte seiner Nebentangenten, das heisst für m —2 Punkte. 

Der Kürze halber mögen die Nebentangenten einer Tangente t 
gelegentlich auch als die Nebentangenten ihres Berührungspunktes bezeichnet 
werden, während wir analog unter den Nebenpunkten einer Tlangente die- 
jenigen ihres Berührungspunktes verstehen wollen. 

Eine Tangente einer Curve »-ter Ordnung ist eine Nebentangente 
fir die Nebenpunkte ihres Berührungspunktes, das heisst für n—2 Punkte. 

Unter Nachbarpunkten und Nachbartangenten wollen wir unendlich 
benachbarte und im Laufe der Curve direet auf einander folgende Elemente 
verstehen. 


ER RER 
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Alsdann kann man einen Wendepunkt definiren als einen einfachen 
Punkt einer Curve, für welchen ein; Nebenpunkt Nachbarpunkt ist. Für 
die Wendetangente ist eine Nebentangente Nachbartangente, aber sie ist 
eine Doppeltangente (besonderer Art). 

Eine Rückkehrtangente ist auch eine "Tangente, für welche eine 
Nebentangente Nachbartangente ist, aber die Rückkehrtangente ist keine 
Doppel-, sondern eine einfache Tangente. 

Für einen Rückkehrpunkt ist ein Nebenpunkt zugleich Nachbarpunkt, 
aber er ist ein Doppelpunkt. 

In einem Doppelpunkte sind zwei, in einem Ä-fachen Punkte sind 
k(k—1) Nebenpunkte vereinigt, ohne indessen Nachbarpunkte zu sein. 

Eine Doppeltangente fällt mit zwei Nebentangenten ihrer Berührungs- 
punkte zusammen, ohne sie jedoch zu Nachbartangenten zu haben. 

Eine 4-fache Tangente t, mit k getrennten Berührungspunkten hat 
k(m—2) Nebentangenten, von denen jedem Berührungspunkte m—2 ent- 
sprechen. Von diesen Nebentangenten sind jedoch nur k(m- k—1) von t, 
verschieden, denn es fallen A(k—1) in £, hinein ete. 

Ehe wir nun die Wendepunkte einer Curve »-ter Ordnung bestimmen, 
wollen wir a priori zeigen, dass eine allgemeine Curve »-ter Ordnung, 
sobald » 3 ist, Doppeltangenten und Wendetangenten besitzen muss. 

Es sei m die Klasse einer allgemeinen Curve »-ter Ordnung Ü”. 
Dann ist, wie wir wissen, 

51,7* m = n(n—]). 

Wenn die UGurve C” gleichzeitig eine allgemeine Curve m-ter Klasse 
sein, also weder Doppel- noch Wendetangenten haben soll, so muss die 
der Gleichung (1.)* polar gegenüberstehende Gleichung 

(2.)* n = m(m—1) 
gleichzeitig erfüllt sein. 

Nun folgt aus den beiden Gleichungen (1.)* und (2.)* durch 
Multiplieation 

(3.)* (m—1)\(n—-1)=1, 
welche Gleichung, da m und r» ganze Zahlen sind, nur für 
= 2 


n=> 
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erfüllt ist. Das heisst: Nur Kegelschnitte sind zugleich ihrer Ordnung und 
Klasse nach allgemeine Curven. 


Sobald »>2 ist, kann die Gleichung (2.)* neben (1.)* nicht mehr 
bestehen, denn wäre zum Beispiel » = 3, so wäre nach (1.)* offenbar m = 6, 
und aus (2.)* würde sich ergeben » = 30. 


Wir ersehen also aus diesem bekannten Ponceletschen Paradoxon,*) 
dass, abgesehen von den Kegelschnitten, eine Curve, die ihrer Ordnung nach 
allgemein ist, nicht auch ihrer Klasse nach allgemein sein kann, es müssen 
vielmehr Singularitäten vorhanden sein, welche bewirken, dass die Ordnung 
einer Curve sich vermindert, wenn man dieselbe rückwärts aus der Klasse 
berechnet. 

Diese Verminderung kommt dadurch zu Stande, dass eine allgemeine 
Curve »-ter Ordnung C” stets Doppel- und Wendetangenten besitzt (abge- 
sehen von dem Falle »=3, denn Curven dritter Ordnung können ihrer 
Natur nach nur Wendetangenten haben). 

Dadurch nämlich, dass eine Tangente eine allgemeine Curve n-ter 
Ordnung ©” berührt, ist diese Tangente ihrer Lage nach noch nicht völlig 
bestimmt, man kann sie vielmehr noch irgend einer zweiten Bedingung 
unterwerfen. Diese zweite Bedingung kann z. B. darin bestehen, dass die 
Tangente die Curve noch einmal berührt, also eine Doppeltangente ist. 
Oder wir können verlangen, dass eine Tangente eine Uurve ©” so berührt, 
dass einer ihrer Nebenpunkte in den Berührungspunkt fällt, sie selber also 
zur Wendetangente wird. Es wird also, sobald C” eine allgemeine Curve 
n-ter Ordnung, und a >3 ist, allemal Doppel- und Wendetangenten auf der 
Curve geben, welehe zur Verminderung ihrer Ordnung 

n = m(m—]1) 
führen, wenn man dieselbe rückwärts aus der Klasse berechnet. 

Man kann nun ferner auch mit Rücksicht auf die Thheilbarkeit der 
Zahlen zeigen, dass, wenn »>3 ist, weder die Doppel- noch die Wende- 
tangenten verschwinden, so lange » eine beliebige Zahl bedeutet. Bezeichnen 


wir nämlich die Anzahl der Doppeltangenten durch 7, die Anzahl der 
Wendetangenten durch ı, so ist, wenn ©” eine allgemeine Curve »-ter Ordnung 


*) Annales de Gergonne, t. 8, p. 213. Vgl. Plücker, dieses Journal, 1834, Bd. 12, 
S. 107, oder seine Theorie der algebraischen Curven, Bonn, 1339, Verlag von Marcus. 
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vorstellt, und 2 >3 ist, allemal 
(4.)* n = m(m—1)—2r—3ı, 
und es kann weder 7=0 noch ı = sein, so lange die Zahl n beliebig ist. 
Denn wäre z. B. ı=0, so würde aus der Gleichung (4)* folgen 
(5.)" n = m(m—1)—2r. 

Nun stellt aber die rechte Seite dieser Gleichung eine gerade Zahl 
vor, weshalb die linke Seite, also z, auch eine gerade Zahl sein miisste. 
Das steht aber im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass n eine beliebige 
Zahl sein kann. 

Nehmen wir ferner an, es sei r=(, so ginge die Gleichung (4. 
über in 


(6.)” n = m(m—1)—3ı. 
Mit Rücksicht auf (1.)* geht diese Gleichung über in 
0° n’(n—2) = 3ı, 


d. h. es müsste eine der beiden Zahlen » oder a—2 durch 3 theilbar sein. 
Diese Folgerung steht aber im Widerspruch damit, dass » eine beliebige 
Zahl ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen führen also a priori darauf hin, bei 
einer allgemeinen Curve »-ter Ordnung sowohl nach Wendetangenten als 
auch nach Doppeltangenten zu suchen. 

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Wendepunkte über und nehmen 
die Curve n-ter Ordnung m-ter Klasse ©”, deren Wendepunkte wir ermitteln 
wollen, zunächst als allgemein an. — 

Ausserhalb dieser Curve wählen wir einen beliebigen festen Punkt O 
und verbinden ihn mit einem beliebigen Punkte a der Curve durch einen 
Strahl o. Auf der Tangente des Punktes a liegen a—2 Nebenpunkte, welche 
durch a bezeichnet und mit dem Punkte O durch 2—2 Strahlen 0’ verbunden 
werden mögen. Diese »—2 Strahlen o’ sollen dem Strahle o entsprechen. 

Da nun der Strahl o die Gurve in » Punkten a schneidet, von denen 
jeder a—2 Nebenpunkte hat, so entsprechen jedem Strahle o im ganzen 

n(n— 2) 
Strahlen 0. Die einem Strahle o entsprechenden Strahlen 0’ gehen also 
von dem festen Punkte O nach den Nebenpunkten der » Sehnittpunkte, in 
denen der Strahl o die Curve €” trifft. 
Journal für Mathematik Bd. CXXIII, Heft 1. 
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Um die einem Strahle 0’ entsprechenden Strahlen o zu finden, beachten 
wir, dass ein Punkt einer Curve Nebenpunkt ist für die Berührungspunkte 
seiner Nebentangenten. Um also die einem Strahle 0’ entsprechenden Strahlen 
o zu erhalten, ziehen wir von den » Schnittpunkten, in denen der Strahl 0’ 
die Curve ©” trifft, die jedesmaligen m—2 Nebentangenten an die Curve. 
Die n(m—2) Berührungspunkte derselben liefern mit O verbunden diejenigen 
Strahlen o, welche dem Strahle 0’ entsprechen. Wir haben also das 
Correspondenz-Schema: 

0 0 

l n(n— 2) 

n(m— 2) 1 
und 
n(n—2)+n(m—2) = n(m-+n—4) 

Coineidenzstrahlen, von denen aber je a—2 in eine der m Tangenten fallen, 
die von O aus an die Curve gehen. Denn betrachtet man eine solche Tan- 
gente £ als einen Strahl 0’, so sind von den Nebentangenten der » Schnitt- 
punkte, welche dieser mit der Curve C” gemein hat, »—2 mit £ identisch 
und fallen mit dem Strahle o, der von O nach dem Berührungspunkte von t 
geht, zusammen. 

Es bleiben also noch 


(1.) n(m+n—4)—m(n—2) = 2m+n(n—4) 


Coineidenzstrahlen übrig, welche im allgemeinen getrennt durch den Punkt 
O0 laufen und durch » bezeichnet werden mögen. 


Für keinen derselben geht die Tangente eines seiner Schnittpunkte 
mit der Curve ©” durch den Punkt O, denn solche Coincidenzstrahlen sind 
bereits ausgeschieden. Das Zusammenfallen zweier entsprechenden Strahlen 
0, o' in einen Coineidenzstrahl » ist also, da die Curve der Voraussetzung 
zufolge nur einfache Punkte besitzt, einzig derart möglich, dass auf w ein 
Punkt a, der Curve liegt, dessen Tangente # die Curve in einem Neben- 
punkte a, von a, schneidet, der zugleich ein Nachbarpunkt von a, ist. Es 
liegt also auf jedem Coincidenzstrahle » ein Wendepunkt der Curve. 

Bezeichnen wir, wie stets im Folgenden, die Anzahl der Wendepunkte 
durch ı, so haben wir also die Gleichung 


(2.) ı= 2m+n(n—4). 
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Hieraus folgt, da 


(3.) m = n(n—1) 
ist, 

(4.) ı=5d(m—n), 
oder 

(D.) = 3n(n—2). 
Daher 

Lehrsatz 11. 
Eine allgemeine Curve n-ter Ordnung hat 
3n(n—2) 

Wendepunkte. 


Anmerkung 1. Es wäre möglich, dass in besonderen Fällen zwei 
oder mehrere Coineidenzstrahlen in einen Strahl ®, zusammenfallen. Dann 
befinden sich auf ®, entweder verschiedene einzelne Wendepunkte aufgereiht, 
oder es fallen in einem Punkte a,, dieses Strahles zwei oder mehrere 
Wendepunkte zusammen. 

Haben zwei oder mehrere solche zusammenfallende Wendepunkte die- 
selbe Wendetangente, so ist a,, ein gewöhnlicher oder höherer Undulations- 
punkt, denn es ist ein einfacher Punkt, dessen T’angente die Curve in vier 
oder mehr Nachbarpunkten schneidet. 

Anmerkung 2. Wir sagten oben, dass in einer der Tangenten £, 
die sich von O aus an die Curve ©” ziehen lassen, a„—2 Coineidenzstrahlen 
zusammenfallen, und es ist dies auch vollkommen klar, wenn man eine 
solche Tangente als einen Strahl o’ auffasst und die entsprechenden Strahlen 
o sucht. Anders aber gestaltet sich die Sache, wenn man eine Tangente £ 
als einen Strahl o auffasst und die entsprechenden Strahlen 0 sucht. Dann 
könnte es nämlich scheinen, als ob in einer Tangente f nicht a—2 sondern 
2(a—2) Goineidenzstrahlen vereinigt wären. Denn, bezeichnet a den Be- 
rührungspunkt einer Tangente f, während seine Nebenpunkte generell durch 
a bezeichnet werden mögen, so trifft die Tangente £ die Curve ©” in a 
Punkten, von denen zwei mit a identisch sind. Da nun jedem Strahle o stets 
n(n—2) Strahlen 0’ entsprechen, die Nebenpunkte a’ aber (a—2)’ Strahlen o’ 
liefern, so ist es klar, dass die dem Strahle o = Oa entsprechenden Strahlen 
o, nämlich die Strahlen Oa’ doppelt gerechnet werden müssen, weil in a 
auf der Tangente £ zwei unendlich benachbarte Punkte der Curve €" ver- 
einigt sind. Dann beträgt nämlich die Anzahl der dem Strahle !=o 
5” 
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entsprechenden Strahlen 0’ 
(n—2)+2(n-2) =n(n—2), 
wie es sein soll. Trotzdem sind aber in der Tangente £, wie gesagt, nur 
»—2 Coineidenzstrahlen vereinigt, was in $ 23 ausführlich erörtert werden 
wird. 
s 11. 

Verminderung der Anzahl der Wendepunkte einer Curve durch vielfache Punkte. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Curve C” habe einen %-fachen Punkt 
K. Dann bleibt das Correspondenz-Schema des vorigen Paragraphen be- 
stehen, und wir haben nach Abzug der m Tangenten, die von dem Punkte 
0 aus an die Curve gehen, wieder 


u) 2m-+n(n—4) 


Coineidenzstrahlen. In dieser Zahl (1.) hat aber m einen ganz anderen Werth 
als in der Zahl (1.) des vorigen Paragraphen. Ausserdem sind auch noch, 
um die Zahl der Wendepunkte zu erhalten, von der Zahl (1.) die in der 
(Geraden OK jetzt offenbar vereinigten k(k—1) Coineidenzstrahlen abzuziehen. 
Denn die Tangente £, eines der k Uurvenzweige, welche durch K 
gehen, schneidet die Curve noch in a—2 Nebenpunkten von K, von denen 
k—1 in K selber hineinfallen, ohne jedoch Nachbarpunkte des Berührungs- 
punktes von £, zu sein. Also fällt der Strahl OK=o mit k(k—1) ent- 
sprechenden Strahlen o° zusammen. Demnach bleiben jetzt nur 


2.) 2m+n(n—4)—k(k—]1) 
Coineidenzstrahlen & übrig, auf denen ein Wendepunkt liegt. Es ist also 
(3.) = 2m+n(n—4)—k(k—1). 


Die Zahl (2.) giebt für alle Fälle die ausserhalb des Punktes X befindlichen 
Wendepunkte an, gleichviel, ob in dem Punkte X Tangenten zusammen- 
fallen oder nicht. Denn fallen zum Beispiel o Tangenten des Punktes K 
in eine zusammen, so bat die Curve in dem Punkte X doch immer k Tan- 
genten, deren jede so in Betracht gezogen werden muss wie oben die 
Tangente £,. 

In der Gleichung (3.) regulirt sich also die Zahl der Wendepunkte 
einzig und allein durch die Reduetionen, die in jedem Falle an der Klasse 
m anzubringen sind. 

Hat ein Curvenzweig in K einen Wendepunkt, dessen Wendetangente 
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t,, sei, so fallen auf der Tangente £,, offenbar 
k—1l+1l=h 


Nebenpvnkte in den Punkt K hinein, d. h. der Strahl OK repräsentirt, wenn 
man noch die anderen Zweige der Curve, welche durch K gehen, in Be- 
tracht zieht, 

k-+(k—1)' = k(k—1)+1 
Coincidenzstrahlen. Da aber ein Zweig der Curve in K einen Wendepunkt 
besitzt, so hat die Curve wieder im 


ganzen 


2m+n(n—4)— k(k—-1)—1-+] 


oder 
2m+n(n—4)—k(k—1) 
Wendepunkte. 
Wir wollen nun die einzelnen sich darbietenden Fälle betrachten. 
I. Kist ein %-facher Punkt mit k verschiedenen Tangenten. Dann ist 
(3.) ı = 2m+n(n—4)—k(k—1), 
und, da 
(4.) m = n(n—1)—k(k—1) 
ist. 
(3.) ı = 3(m—n), 
oder 
(6.) ı = 3n(n—2)—-3k(k—1). 
I,a. Ist X ein Doppelpunkt, so ist k=2, und 
(1.) ı = dn(n—2)—6. 
ll. Ist Kein %-facher Punkt, von dessen 'Tangenten s Paare (2s < #) 
in je eine zusammenfallen, so ist wieder 
(3.) ı = 2m+n(n—4)— k(k—1), 
und 
(8.) m = n(n—1)—k(k—1)-s, 
also 
(9.) ı= S(m—n)+s, 
oder 
(10.) ı = dn(n—2)—3k(k—1)—2s. 


Il,a. Ist X ein Rückkehrpunkt, so ist s= 1, und 


ı = dn(n—2)—8. 
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Ill. Ist X ein %-facher Punkt, von dessen Tangenten o in eine zu- 
sammenfallen, so ist wieder 


(3.) ı = 2m+n(n—4)—k(k—1), 
und 

(12.) m = n(n—1)—k(k—1)—(0—1), 
also 

(13.) = 3(m—n)+0—1, 
oder 

(14.) ı = 3n(n—2)—3k(k—1)—-2(0—1). 


Hiernach haben wir folgende Sätze: 
Lehrsatz 12. 
Für einen k-fachen Punkt vermindert sich die Anzahl der Wendepunkte 
einer Curve um 
Sk(k—1). 
Für einen Doppelpunkt beträgt die Verminderung also 6. 
Lehrsatz 13. 

Für einen k-fachen Punkt, von dessen Tangenten s Paare (2s = k) in 
je eine zusammenfallen, vermindert sich die Anzahl der Wendepunkte einer 
Curve um 

3k(k—1)+2s. 
Für einen Rückkehrpunkt ist die Verminderung also gleich . 


Lehrsatz 14. 

Für einen k-fachen Punkt, von dessen Tangenten 0 in eine einzige 
zusammenfallen, vermindert sich die Anzahl der Wendepunkte einer Curve um 
3k(k—1)+2(0—1). 

Besitzt eine Curve mehrere vielfache Punkte der besprochenen Arten, 
so vermindert sich für jeden derselben die Anzahl der Wendepunkte so, als 
ob er allein vorhanden wäre. Hat z. B. eine Curve »-ter Ordnung d Doppel- 
punkte und z Spitzen, so ist | 

(15.) ı = 3n(n—-2)—-60— 8x. 
Hat eine Curve »-ter Ordnung beliebig viele vielfache Punkte, deren Tan- 
genten nicht zusammenfallen, und < Spitzen, so gilt die Gleichung 


16.) ı = d(m—n)+2. 


Treten an einem %-fachen Punkte mehrere Besonderheiten durch 
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Zusammenfallen von Tiangenten auf, so wirkt dies auf die Verminderung 
der Anzahl der Wendepunkte derart ein, dass man, wie leicht ersichtlich, 
die Gleichungen 
(17.) = 3(m—n)+(s, -)+&;—1)+--, 
(18.) ı = dn(n—2)—3k(k—1)-2(0,—1)-2(,—1)— 
erhält, wo 0,, 0,,.... die Zahlen sind, welche angeben, wie viele Tangenten 
gruppenweise in eine zusammenfallen. 
Anmerkung. Für einen Doppelpunkt erniedrigt sich die Anzahl 
der Wendepunkte um 6, für einen 4-fachen Punkt um 
6x 4k(k—-1) = 3k(k—1), 
was grosse Evidenz gewinnt, wenn man bedenkt, dass ein %-facher Punkt 
gewissermassen 44(k—1) Doppelpunkte vorstellt. 
$ 12. 
Erste Bestimmung der Doppeltangenten einer Curve n-ter Ordnung. 

Um die Doppeltangenten einer Curve »-ter Ordnung ©” zu bestimmen, 
welche von der m-ten Klasse ist und « Wendepunkte besitzt, suchen wir 
die Schnittpunkte dieser Doppeltangenten mit einer beliebigen festen Ge- 
raden g auf. 

Zunächst wollen wir die Curve C" als allgemein annehmen. Dann 
möge die Tangente i eines beliebigen Punktes p der Curve die Gerade g 
in einem Punkte a treffen. Die m—2 Nebentangenten f' des Punktes p 
mögen die Gerade g in den Punkten a’ schneiden. Dann betrachten wir diese 
Punkte a’ als dem Punkte a entsprechend, und es werden daher einem be- 
liebigen Punkte a im ganzen 

m (m — 2) 
Punkte a’ entsprechen. Um dieselben zu erhalten, ziehen wir von a aus 
die m Tangenten £ an die Curve, deren Berührungspunkte durch p bezeichnet 
werden mögen. Von jedem dieser Punkte p gehen m—2 Nebentangenten f 
an die Curve, welche g in den gesuchten Punkten a’ schneiden. deren Ge- 
sammtzahl also m(m—2) ist. 

Einem Punkte a’ der Geraden g entsprechen aber 


m(n— 2) 
Punkte a Um dieselben zu erhalten, ziehen wir von a’ aus die m Tan- 
genten ! an die Curve, deren jede C” noch in den »—2 Nebenpunkten p 
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ihres Berührungspunktes p’ schneidet. Die Tangenten # dieser Nebenpunkte p 
treffen g in den gesuchten Punkten a, deren Anzahl also gleich m(» —2) ist. 
Wir haben demnach das Correspondenz-Schema: 


! 


N a 
l m(m— 2) 
m(n— 2) 1 


Mithin giebt es auf der Geraden g 
(1.) m(m—2)+m(n—-2) = m(m+n—4) 
Goineidenzpunkte a,a’. Diese haben die Eigenthümlichkeit, dass in ihnen 


die Gerade g von einer Tangente £ der Curve C” und zugleich von einer 
Nebentangente f von £ geschnitten wird. 
Diese Coineidenzpunkte sind nun: 

l. Die » Schnittpunkte der Geraden g mit der Curve ©”, welche 

(m—2)-fach zählen. Denn ist a, ein solcher Schnittpunkt, so treffen 

seine Tangente £, und deren m—2 Nebentangenten £, die Gerade g 

wieder in a,, dieser Punkt gilt daher für m—2 Coineidenzpunkte. 


2. Die Schnittpunkte von g mit den « Wendetangenten der Uurve C”. 
Diese Schnittpunkte zählen doppelt, denn eine Wendetangente ist 
eine Doppeltangente und für jeden ihrer beiden vereinigten Be- 
rührungspunkte ihre eigene Nebentangente. 

3. Die Schnittpunkte von g mit den Doppeltangenten der Curve €”, 


deren Anzahl durch 7 bezeichnet werden möge. Diese Schnitt- 
punkte zählen offenbar auch doppelt. 
Man überzeugt sich leicht, dass es keine anderen Coineidenzpunkte 
auf der Geraden g giebt. Demnach ist 
27 = m(m+n—4)—n(m— 2) —2ı, 
oder 
(2.) 2 = m(m—4)—2(ı—n), 
also 
(3.) = Im(m—4)—ı+n. 
Diese Gleiehung gilt auch dann noch, wenn die Curve €” beliebig viele 
vielfache Punkte besitzt, deren Tangenten aber nicht zusammenfallen. Denn 
das Auftreten von vielfachen Punkten der genannten Art bewirkt nicht die 
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Entstehung von anderen Kategorien von Coineidenzpunkten als den unter 
1., 2. und 3. aufgezählten. 

Hat also die Curve C” vielfache Punkte der genannten Art, so bringe 
man an den Zahlen m und ı die erforderlichen Reductionen an; man erhält 
dann aus der Gleichung (3.) die Anzahl der Doppeltangenten. Unter den 
oben gemachten Voraussetzungen über etwaige vielfache Punkte der Curve ( 
gilt nach (3.) in $ 11 auch die Gleichung 


(4.) ı = d3(m—n). 
Mit Rücksicht hierauf geht (3.) über in 
(5.) z = 1(m’—1l0m+8n). 


Nehmen wir die Curve C” als allgemein an, so ist 


m = n(n-—1), 


und (5.) geht über in 


IE Zu 00 007 
= „|m(m—J)—n(n—9)], 
oder 
(9.)” t = I(m—n)(m+n—9), 
oder 
> \ vr / an?/.? G\ 
(6.) t = In(n—2)(n’—9). 


Besitzt die Curve C” mehrere vielfache Punkte, durch welche 
Ri. k,, ... 
Zweige gehen, deren T’angenten sämmtlich verschieden sind, so folgt aus (3.): 
j = = In(n—2)(m—9)—- [ki 1)+ kl —1)+-] 


x Ina a —- )-5—1 16 (,—NM)+k(k,—1)+ ++}. 


7.) 


" a‘ 


a 


Hat die Curve ©” nur einen k-fachen Punkt der genannten Art, so ist 
(8.) rt = In(n-2)(m—9) — k(k—1)[n(a—-1)—5—IKk(k—1)]. 


Hat die Curve ©” einen Doppelpunkt, so ist 


(9.) t = In(n—2)(n’—9)—2[n(n—1)—6]. 
Hat die Curve ©” aber d Doppelpunkte, so folgt aus (7. 
(10.) t = In(n—2)(n—9)—-20[n(n—-1)— 0-5). 


Wir ersehen aus den vorstehenden Gleichungen für r, dass die Re- 
duetion der Anzahl der Doppeltangenten durch vielfache Punkte ganz anders 
vor sich geht als bei der Klasse und den Wendepunkten einer Curve. Die 
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Anzahl dieser nämlich redueirt sich für jeden vielfachen Punkt von einer 
bestimmten Beschaffenheit um eine constante Zahl, welche von der Ordnung 
der Curve unabhängig ist, und die Reduction geht für jeden vielfachen 
Punkt von der betreffenden Beschaffenheit ohne Rücksicht auf die Anzahl 
von Statten, in welcher er vorkommt. 


Die Anzahl der Doppeltangenten dagegen reducirt sich für vielfache 
Punkte um eine Zahl, die sich nicht nur mit der Anzahl der vielfachen 
Punkte, sondern auch mit der Ordnung der Curve in verhältnissmässig compli- 
eirter Weise ändert. 

$ 13. 
Reduction der Doppeltangenten durch Spitzen. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Curve ©” habe x Spitzen und beliebig 
viele vielfache Punkte, deren Tlangenten jedoch nieht zusammenfallen. Alsdann 
bestehen die Coineidenzpunkte auf der Geraden g nicht nur aus den Punkten 
l., 2., 3. des vorigen Paragraphen, sondern es treten noch die einfach zu 
zählenden Scehnittpunkte der Geraden g mit den < Kückkehrtangenten der 
Spitzen hinzu. Denn eine kückkehrtangente fällt mit einer ihrer Neben- 
tangenten zusammen und ist eine einfache Tangente. 

Wir erhalten also jetzt für die Anzahl der Doppeltangenten der Curve 
C” mit Rücksicht auf die Gleichung (2.) des vorigen Paragraphen den Werth 

(1.) r = I[m(m—4)—2(ı—n)—z]. 
Setzen wir hierin nach Gleichung (16.) in $ 11 
ı = d(m—n)+2, 
so ergiebt sich 
2.) r = 4[m’— 1lOm-+8n—3z]. 
Besitzt die Curve C” jetzt d Doppelpunkte und z Spitzen, so ist 
m = n(n—1)—-20—-3z, 


und 
2.)* Tr = I(m—n)(m+n—9)+J, 
oder 
r = I[n(n-2)-20—-32][" —9— 20 — 32]+0, 
oder 
wre In(n—2) (nm —-9)-—-20[nan—- 1) —0—-5] 


- 
N 


| — 3z|2n(n- )—-3(2+3)]+ 620. 
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Hat die Curve nur < Spitzen, so ist hierin d= 0, also 


(4.) rt = In(n-2)(n’—9)-23z[2n(n-1)—-3(x+3 


L. 


$ 14. 
Allgemeinere Fälle. 
Wir wollen jetzt den allgemeineren Fall annehmen, dass die Curve © 
mehrere vielfache Punkte habe, durch welche 
(1.) 7 
Zweige gehen, deren Tangenten nicht zusammenfallen, und dass sie ferner 
noch vielfache Punkte besitze, durch welche 
(2.) ER 
Zweige gehen, jedoch so, dass von den 'Tlangenten dieser letzteren Punkte 
beziehlreh 


Paare in je eine zusammenfallen. 

Alsdann treffen diejenigen Tangenten der Punkte (2.), welche je ein 
zusammengefallenes Paar vertreten, die Gerade g in einem Coineidenzpunkt. 
Dies erkennt man durch dieselbe Betrachtung wie bei der einzelnen Spitze. 
Setzen wir demnach 

+: +.-=$, 
so ist mit Rücksicht auf die Gleichung (1.) in $ 13: 
3.) r = I [m(m—4)—2(1—n)—S), 
oder, da jetzt 
= 5(m—n)+S 
ist, 
(4.) z = I|m’— 1l!m+8n—3S). 
Setzen wir hierin 
mn (n— 1) _ (k,(k, — 1) -r k; R; Ku 1) m de 


und der Kürze halber 


k' ke, — 1) — h, (k; _— 1) - ..e — u 


sodass 


m= na —-1)- K—-K—S 
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ist, so erhält man 

(5.) 7 = 4l(m—n)(m+n—9)+K+K'—-2S], 

oder 

In(n—2)(n"—9)—4K[2n(a—-1)— K—10] 

6.) z=ı —-IK[2n(a—-1)-K—-10]—-48[2n(n—-1)-S—-7] 
+KK+KS+K'S. 





Wir wollen nun annehmen, die Curve ©” habe beliebig viele viel- 
fache Punkte, durch welche 
k,. ko, o.. 
Zweige gehen, deren T’angenten nicht zusammenfallen, ferner aber beliebig 
viele vielfache Punkte, durch welche 
k\. . ... 


Zweige gehen, von deren 'Tangenten beziehlich 


Ö,, O2, oe.» 
in eine zusammenfallen. Dann treffen diese letzteren die Gerade g in Punkten, 
welche beziehlich 


(3—1l), (&-1),... 


Coineidenzpunkte darstellen. Denn fallen o, 'Tangenten eines vielfachen 
Punktes in eine Tangente 2” zusammen, so fällt diese mit o,—1 Neben- 
tangenten zusammen. 

Setzen wir nun 


(++ = 


und behalten für K und K’ dieselben Werthe bei wie vorhin, so brauchen 
wir in den obigen Gleichungen von (3.) bis (6.) nur S durch © zu ersetzen, 
um die für den jetzt vorliegenden Fall geltenden Gleichungen zu erhalten. 
Mithin ist jetzt 


(7.) z = 4[m(m—4) -2(ı—-n)—$S)], 

(8.) r = 1[m’— 10m +8n—36)], 

(9.) ı = I[(m—n)(m+n—9)+K+K'— 2%), 
In(a—2)(@—-9)—4.K[2n(n— 1)— K— 10] 

(10) =‘ —4IK'[2n(n--1)—-K'-10]-4&[2n(n—-1)-©—7] 
+ KK +KS5+K%. 
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Setzt man jetzt in der Gleichung (7.) noch 
—3m+2n = S-n-ı. 
so erhält man 
(11.) z = I[m(m—-1)—n-3ı). 
Dieselbe Gleichung erhält man auch, wenn man in der Gleichung (3.) 


—5m+2n = S—n-ı 


setzt. Für diese Gleichung (11.) haben wir also bewiesen, dass sie alle 
bisher behandelten Fälle umfasst, jedoch nur, so lange die Curve ©” keine 
drei- und mehrfachen Tlangenten besitzt. Dagegen darf die Curve ©” be- 
liebige vielfache Punkte besitzen, ohne dass die Gültigkeit der Gleichung (11.) 
in Frage gestellt wird. 
Bekanntlich entspricht die Gleichung (11.) dual der folgenden 
(12.) d = I[n(n—-1)—m-—3z], 


welche aus der Gleichung (1.) am Ende des $7 folgt, aber hier ist sie zum 
‚ersten Male direct abgeleitet worden, während man sie bisher indireet aus 
dem Gesetze der Dualität folgern musste. 

Anmerkung. In einigen der bisher abgeleiteten Formeln dienen 
die Buchstaben o, 0,, 0,,... dazu, anzudeuten, dass in einem vielfachen Punkte 
eine gewisse Anzahl von 'Tangenten in eine zusammenfallen, d.h. es fallen 
o—1; ,—1; ,—1;... Tangenten in diese andere eine hinein. Um nun in 
solehen Formeln anzuzeigen, dass in dem einen oder anderen vielfachen 
Punkte keine 'Tangenten zusammenfallen, muss man natürlich für die be- 
treffenden Punkte 


also 


Va, =, ==] 


setzen, wenn man ein richtiges Resultat erhalten will. 


$ 15. 
Die Plückerschen Gleichungen. 

Den im Bisherigen behandelten Fällen für die Reduction der Klasse, 
der Wendepunkte und der Doppeltangenten einer Curve »-ter Ordnung lassen 
sich noch unzählige andere Fälle anreihen, in welchen vielfache Punkte 
mit complieirteren Singularitäten auftreten. Alle oder auch nur einen Theil 
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dieser Fälle hier aufzuzählen würde zu unerträglichen Weitläuftigkeiten 
führen. Indessen wird man sich nach Massgabe der hier entwickelten 
Methode bei den wichtigsten vorkommenden Combinationen zu helfen wissen. 


Die folgenden sechs berühmten Gleichungen heissen bekanntlich nach 
ihrem Entdecker die Plückerschen*): 


(1.) m = n(n—1)—20—3z, 
(2.) ı = d3n(n—2)— 604 —8z, 
(3.) r = In(n—2)(n"—9)—2Öd[n(n—-1)—-0d—5] 
— 3z[2n(n—1)-3(2+3)]+620, 
(4.) n = m(m—1)—2T—3ı, 
(9.) z = sSm(m— 2) —6r—8ı, 
(6. d = Im(m—2)(m’— 9) — 2r{m(m— 1)—-1—5)] 


— Z:[2m(m— 1)—3(1+3)] + bır. 


Die letzten drei dieser Gleichungen stehen den ersten drei dual gegenüber. 


Multiplieirt man die Gleichung (1.) mit —3 und addirt sie zu der 


Gleichung (2.), so erhält man die uns bereits mehrfach aufgestossene 
Gleichung 


IF ie LE \ 
Er 1-2 = 5(m—n), 


welche man die sich selbst entsprechende Plückersche Gleichung nennt, denn 
sie ist ihr eigenes duales Gegenbild. Man erhält sie auch, wenn man aus 
(4.) und (5.) die Zahl 7 eliminirt. Hieraus ersieht man, dass die vier 
Gleichungen (1.), (2.), (4), (5.) drei unabhängigen äquivalent sind. 

Statt (7.) kann man auch schreiben 

3n—z=3m-—ı und ‚ön+tı=dm+z. 

In $ 17 werden wir die Gleichung (7.) «a priori durch eine geo- 
metrische Betrachtung direet ableiten und erweitern. 

Die Differenz der Gleichungen (1.) und (4.) giebt 

n"—20—-3z = m’—2rT—3ı. 
Setzt man hier den Werth 
ı—x = 3(m—n) 


*) Plücker, Theorie der algebraischen Curven, Bonn, Marcus, 1839. 
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aus (7.) ein, so folgt die uns bekannte Gleichung (2.)* des $ 13, nämlich 
(8.) 2(T—0) = (m—n)(m+n—9). 


Substituirt man in dieser Gleichung zuerst 


(1.) m = n(n—1)—20— 3 
und dann 
(4.) n = m(m— 1)—2r—Bı, 


so erhält man die Gleichungen (3.) und (6.). 


Aus (7.) und (8) beziehlich aus (1.) und (4.) folgen noch die 
Gleichungen 


(9.) In(n+3)—-0—-2z = Im(m+35)—T—2ı, 
(10.) I(n-1N)n—-2)-d-z = 1(m—-1)(m—-2)—T-1, 
(11.) n’—20—-3z = m’—2tr—3ı = m+n. 


Aus irgend dreien der sechs Zahlen », m, d, r, z,ı können die drei übrigen 
berechnet werden, was im ganzen auf 60 Formeln führt. 
Setzt man nach Cayley 
IBnti=3m+z=a, 
so erhält man hieraus und aus (1.) und (4.) 
z = 0—dm, 
ı = a—dIn, 
20 = n"—n+8m—B3o., 
2tr = m’—m+8n—3e. 
Wir sehen also, dass man die vier Zahlen #, «,d,r durch m,» und 
a ausdrücken kann. 
Die Gleichung (9.) lässt sich nach Salmon*) folgendermassen a priori 
ableiten. 
gilt dieses für eine 
Bedingung; soll sie einen Rückkehrpunkt haben, so gilt dies für zwei Be- 
dingungen. 


Soll eine Curve einen Doppelpunkt haben, so 


*) Salmon, A treatise on the higher plane curves, Dublin, Hodges and Smith, 
1852, p. 92, n® 101. 












Demnach ist eine Curve, welche d Doppelpunkte und z Spitzen be- 
sitzt, durch 
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In(n+3)—-0—2z 


Bedingungen bestimmt. 
Ihre reeiproke Curve ist aber durch 


Bedingungen bestimmt. Hieraus folgt, indem wir die Zahlen n, m, d, r, z, ı 


Im(m+3)—r—2ı 


auf ein und dieselbe Curve beziehen. 


(9) 


In(n+3)—0—- 22 = Im(m+3)—T—2ı. 


(Fortsetzung folgt.) 





TEE 





Ueber einige in der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen vorkommende bilineare Differential- 


ausdrücke. 


(Von Herrn E. Grünfeld in Wien.) 


l. 
Sind 9, Yı, Ya, +, 9, irgend welche Funetionen von x und ist 


Yı Wo 


Y; Y: 2 J: = D(y,. ERBERET Y;): 


yi-» y\ IE ya) 
so findet, wie Herr Frobenius gezeigt hat (d. J., Bd. 77, 8. 248), zwischen 
denselben die merkwürdige Beziehung statt: 


D(yı,..., Yx—ı, Yarıs co Yu) BI Bi 
1) DIE. +: Ba} D(y..Y.,.-.,Y 
FR Ua 


dx D TE 





Sind insbesondere %,. Y», ---, 4, ein System linear unabhängiger Inte- 
erale der homogenen linearen Differentialgleichung »-ter Ordnung 


d"y | 
(2.) P(y) un dz + Pı ym-ı ie. Fe V 


n 


und entwickelt man die im Zähler des zweiten T'heiles von (1.) stehende 
Determinante D(y, Yır +++ Ya-ır Yarıs 4.) nach den Elementen der ersten 
Colonne y,y',y',..,y”>, so sind die durch D(y,. Ys. -.., 9.) dividirten 
Adjuneten derselben, von dem Factor (— 1)" " abgesehen, mit den » zuPy=W\ 
gehörigen Adjungirten %.1). %ayy +++, 4, Identisch (d. Journal Bd. 115, 5.529), 
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d.h. es ist 


—_ 1) D(y, Yı,.-  Yı—1, YUr+is ++ Yn) 
=; D(y. 


d’y d" 1, 
U, YT U, ni Ho Zr I 


(21,2... 6% 





Dies geht aus der Bedeutung der Grössen ,, unmittelbar hervor. 


Es ist insbesondere die Adjungirte der ersten Zeile: 


: Fr D(yı, Me RE TRRERD. A 
4. u as ui k—1 u ei. } 
4.) = (1) DK9e 92: W) 


und die N der dieselbe genügt, 
dr—1 = d I" _ ae ) d"-3 ;(e: 
ne ad. .ee 5 
Q,( m) = der-! pP, Er wn.” Un + dx"- D, ZN 


+ (— Eyr Un, + (—1)” Ua) ns (), 


n 





Es ist bekanntlich: 


aa \ D(yı y> 0.08 Yy,) 
6, = (l— 1 2 dK ck “ 
(Ye P. ( / D(y,.Y., er Y,) 


und da, wenn die Gleichung (5.) auf die Form 
EN 2 m d” ur) Ad’! ac) h 
(8. ) O,(&.,) = a tr za teten = 0 


oeebracht wird. 


o© 
7) q. = (-D’p, 
ist. so ist weiter (dieses Journal, Bd. 122, S. 48): 


D(u,.: u, .... Un) 
DIR N) 


Ss. Pn - 
wo u, statt %.,, geschrieben ist. 


Die Formel (1.) gilt allgemein für beliebige a+1 Functionen y,Yı,..-,%,. 


daher gilt sie auch, wenn y', y,, 9, ..., y, an Stelle von Y, Yı, Ya. +... 9, In 
derselben gesetzt werden, es ist also 


D’(yı,... Yi-ı, Ykkin co Un) D(y', UE N 3 
’g° D(yı. y2. .... y,) D(yı, y: yo. Yn) eh 


2 d D(y, yı, a Fr Yı+ı3 ..., Yn) 
dx D(yı» Y25 ».-, Yn) 
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3 Erlen 
Ui Ei 


Lässt man in (9.) y,, %2, --., 9, wieder ein Fundamentalsystem von 
Integralen der Gleichung P(y) = 0 bedeuten, so ist zufolge (6.): 
/g ! PA, ' Em |. \n \e 
(6. ) D (yı, Yar +. 92) = (Up D(yı, Yar ++ 4); 


der erste der beiden Quotienten links wird daher mit Rücksicht auf (4, 
gleich (-1)""""p7"ü.,,, weshalb, wenn noch 
D(y', yı, Y25 -... Y y A 
(10) Du) _ (-IYRQ 
D(yı, 23 +, Yu) | 
vesetzt wird, diese Formel übergeht in die folgende: 
u ee 
9) - Dun Ry) = - . 
) ( 7’ Pan %ay, 9) dx D(yı. y2, ---, %; 
in welcher also gemäss (10.) 
FR 
(11.) R(y)=V0 
diejenige homogene lineare Differentialgleichung z-ter Ordnung bedeutet, 
welcher die ersten Ableitungen der Integrale y,, %.,.....y, von Py) = 
genügen. 
Entwickelt man die Determinante 
mi herr 


2 


’ f h u. 1) a y' 
Die, Wa, --;, Yy ) N Y: Y, 


) (n) (in) 


Y +. 


nach den Elementen der 4-ten Zeile und dividirt die Adjuneten derselben 


® 
„7, 
yı 


durch diese Determinante selbst, so stellen die erhaltenen @Quotienten 





1 DKyı...., yo) | 8 DKyı, ..., y) 
a a — EEE Fre | 
12 ( D(yı. a Yn) oyı D(y:,...,y oy' 
( ) l oD(y,. on 
| Un Diy.;-.. y') oyW) 


nichts anderes als die » linearunabhängigen Werthe der Adjungirten der 
k-ten Zeile, die zur Differentialgleichung (11.) R(y) = 0 gehört, vor (dieses 
Journal, Bd. 115, 5. 329 und Bd. 117, 8. 290), 

Es ist daher: 


D(y, yı, ... Y%-ı, Yr; ba 00 Yyn) 
D(yı, Y2s ---, Yu) 
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RE. 
+ ns ET ig 
BRETT Fe Le a ee 
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welche Beziehung für die Differentialgleichung R(y') = 0 dieselbe Bedeutung 
hat, wie diejenige in (3.) für P(y)=0 selbst. Mit Berücksichtigung der- 
selben verwandelt sich die Gleichung (9.)' in 


Au. d n 
(9.) Pa Uy,' R(y') — FALLE, +% 3,9 + -+0m,9” 4, 


Von den Grössen vo ist insbesondere ®,, durch den Ausdruck dar- 
gestellt: 


! ! ! ' 
Yı  Ya-ı Yırı ++ On 


Zi 


” Z Z A 
(1 - | Yyı ...+ Yı-ı Yızı ...Y, 


a = D(yi, Y3, :-., Y) Er a ER Fe 
>» FR y\“ u er 
...» + .». n 


welcher zufolge (6.) gleich ist: 


! 


Zu (— u ‚D(yı er SE Ykrı ) 
PD „Ya, ++: 95) 
woraus mit hücksicht auf (4.) sich ergiebt: 


Un), 


/ ‘ % PR >]. . 
(13.) © en); ei —Pn U), 


d. h. die zur Differentialgleichung (11.) gehörige n-te Adjungirte ist gleich der 
zu P(y) = 0 gehörigen 1-ten Adjungirten dividirt durch —p,. 

Die Adjungirten #4), % 25 ++, %n_,) drücken sich durch die Adjungirte 
4, = 3 bekamntlich wie folgt aus (d. J. Bd. 115): 


d"-}z 


(pn h- ı2)+ 5 in h—2 2)— +(-1)" e dar 


(h=1,2,..,n—1); 


[a \ _n 
As, Un = Phn-ı 


in gleicher Weise werden demnach die Adjungirten ©), ©a)3 +++ On) VEL- 
mittelst der Coefficienten der Differentialgleichung (11.) durch die Adjungirte 


®,„, ausgedrückt. 
Setzt man daher 
R/ — d" 
Y )= 1) 0 re I Iam- a ER ERER. re er y, 
so ist 


’ ( Br (—_jy don 
cn, ou Tr, rd) dz 110m) + dx’ (T._1-20m)) .+(— ) dar . 


oder zufolge (13.): 


d dp, un 
Im Fa -ıPn un)+ + (— a Kl nn | 


dx" —h 


r \ i 
14.) Vu) 2 eig N, HP Un we 


ı = R & ... n). 


3 
| 
& 
4 
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Werden diese Werthe für ®4,. %9s +... 9%, in die Gleichung (9.)’ sub- 
stituirt, so geht dieselbe über in: 
71: er . 0 TH | 
(15.) Pr to, Ry)= „RW: ua.) 
wo 
it 19 ie nm G at 156-1) 
R(y,u)=p, uy" +|rp, u- 7 (pr u) |y + 
: In d, la) -! A | | ( 
pP, U— r,p, ua)-+ -—;(p, u) Ju" "+ 
2 dx‘ J /N da P: y 
(16.) =® 
ep d fi ar Be, a cs pn 8" (p u7 | a 
pr u— -— +-;;(r n— (— | 5 
n _2P. dx \ n—3Pn u) I dr‘ N” +P uU) Te \ / dr" j Y 1 
| d d’ . dp, "u 
—1 / -1 L/ \n—1 Pr 4) 
r,_ıP, uU— r.Pp, u)+ r._>Pp, uU)— —] | 
| “ ıP: ri n—2Pn ) dz 3Pn 4, N F dar! y 








ist. 


Die Coeffieienten r,.r3, »... 
Denn es ist die Differentialgleichuı 


einfacher Weise ausdrücken. 


r, lassen sich aber durch die p, in sehr 


ıg, welcher 


die ersten Ableitungen der Integrale von P(y) = 0 genügen: 





„ m d Er 
y)=-—-P(y)—-——P(y)=(, 
(17.) Ry)=,rW-,,FW 
woraus sich ergiebt: 
Bi p: 
r, = p, . 
205 N 4 
= \(Pı rP2)—Pı p 
(18.) / .„ £ p 
r,= \P: rP3)—-P: p . 
ö p! 
| f u (Pa-ıt Pr) —-Pı-ı 1) . 
4 


demgemäss können die Coefficienten in R(y,w) durch diejenigen von P{y, 


ausgedrückt werden. 


Ist p, =1. 


so wird gemäss (17.): 


d 


Ry) =! PQy) 
und 
Re) = EN in 
(19) + + 
d EEE u 
|: Pa )U Pn-3 Tr Pa JU Tri) de Fr 
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Die Beziehung (15.) wird dann zur folgenden: 


d d 
U 1); dx P(y) vu dx R(y u 14) 
aus welcher hervorgeht, dass 
d 
= P(y) wieder ein vollständiger 


Dijferentialguotient wird, wenn man denselben mit u,.,,(k=1,2,...,n) 


für p„, =1 der Differentialquotient 


multplieirt. 
Die Beziehung (15.), welche den Satz ausdrückt, dass 
Ps, ü, integrirender Factor der Differentialgleichung R(y) = 0, der 
die ersten Ableitungen der Integrale von P(y) = UV genügen, ist, 
gilt für jedes der » Integrale %u),, +. %u,, der Differentialgleichung (5.); 
hieraus folgt, um denselben Schluss anzuwenden, der zu der Lagrangeschen 


Beziehung 
l 
(20.) 3P(y)+(-1""yP,@)= .,P(y, 3) 


zwischen P(y)=0 und ihrer Multiplieatorgleichung P,(z) = 0 führt, dass 
— Rey,un)-Pp, unR(y)=0 eine Differentialgleichung »-ter Ordnung in 


Ua) 


ist, welche durch alle Integrale von Q,(u.,) = 0 befriedigt wird, daher 
muss sie mit derselben identisch sein, und da in ihr der Üoeffieient von 


d” Mrs . . a a . . 
> gleieh ist (—-1)""p,'y', so ergiebt sich: 


, u ' aan , l ! 
(21.) Pr [u,RCy IH) Yy Q,(u)] = T R(y,uo,): 


welche Formel von derselben Bedeutung ist wie (20.) und ausdrückt, dass 


dx” 


einerseits, wie schon bemerkt, p7'“., integrirender Factor der Gleichung 
R(y)=0, und andererseits p,'y' integrirender Factor von Q,(u.,)= 0 ist. 

Dass die Multiplicatoren von AR(y')=0 durch die Ausdrücke p,'%.), 
vegeben sind, lässt sich auch unmittelbar erweisen: denn gemäss (4.) und 
(6.) Ist 


\ 
rs 


di Ey ae D’yı, nn Yiet) RE 
j D(yı, Y2, -.-, Y,) 


welch letzterer Ausdruck in der That den Werth für die »-te Adjungirte 


—] 
P. U), ) 


von R(y)=0, vom Factor —1 abgesehen, vorstellt, übereinstimmend 
mit (13.). 


Br = 5; . 
Weil p,'R(y') = In r und p" Q,(a,) = Qı(u.,) ist, kann die 


Be gi 
ade a 
> 
en 
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Beziehung (21.) auch so geschrieben werden: 


3er R d WF 
Un) dz p" + ee 1) Y Q, (&cıy) _ dr R Y ’ U) ’ 
woraus der Satz hervorgeht, dass 
i ) d P(y) . 
der Differentialquotient 7 ——- wiederum ein vollständiger Diffe- 
T pP’ i 


rentialquotient wird, wenn man denselben mit u.,.(k=1.2,....n) 
multiplieirt, 
wie schon früher für p, =1 ausgesprochen wurde. 
Für p, =1 lautet die Beziehung (21.): 


AN \n— ! { x d / ! 
u,Rly )+(-1) y Q, Un) = 22 R Y ,Ucay)» 


wo für R(y',u.,) der Werth aus (19.) zu setzen ist; in dieser letzteren 
Form kann dieselbe unmittelbar aus (20.) abgeleitet werden, weil jetzt «,,, 
integrirender Factor von R(y)=0 ist und daher auch umgekehrt y' inte- 


srirender Factor von Q,(a.,) = 0 sein muss. 


2. 


Für die Coeffieienten q,, 9, ....q, der Gleichung Q, (a...) = 0 ergeben 


(1)/ 
sich aus (5.) die Werthe: 

ser { „—1iN’ N" 
q = [(n-1), (pr) -(pıpr )]Pp.- 
9 =[(n-1):(p,')’ —-(n— 2), (pıp; 


IN’ 


z N 
> T\P2Pn JIPr» 


.)* f / -1I\(k) / oy.\ / Hub ı / PER . ING 
22) le 
++(—1)'(p,pz')]p.. 





9. = (-1)"p. 


Aus der letzten dieser Gleichungen folgt: p, = (-1)”q, und mittelst dieses 


Werthes für p, aus der ersten Gleichung: p, = [(r—1),(4, ) —(qq,')]q,. 


1 IE 17 . < QS aYy r, ra . — v£ zul % VEN 4 En . | 1’! EN 1 
hierauf aus der zweiten: m = [(r—- 1). ')" -(n—2),(M9,) +(g,'))q.. 
u. 8. w.; es drücken sich also die p, durch die q, gerade so aus, wie letztere 
durch erstere, somit ist umgekehrt P(y) = 0 die Gleichung der ersten 
Adjungirten von Q,(a.,)=0. Haben daher R,(w). R,(w.y) für Q,(u,.,) = 0 
dieselbe Bedeutung wie beziehungsweise R(y). R(y',u) für Py)=0, so 
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ergiebt sich aus der Formel (21.), wenn daselbst 
y,P(y), Rı(a), Rı(aa), Y), 9. = ("Pr 


beziehungsweise an Stelle von 4),, O, (u), R(y'), R(y', u.,),p, gesetzt wird, 


die folgende: 


(23.) Pr \—-D’yRaa)—uuPWy)]| = zz Rılaa, Y). 
Die Coeffieienten s; der Gleichung 


) d" u dr—!u' 
R, (&) Eu 


tt = 0, 

welcher die ersten Ableitungen der Integrale von Q,(u.,)=0 genügen, 
hängen von den g, in derselben Weise ab wie die r, in (18.) von den p,, 
mittelst der Ausdrücke (22.) können dieselben als Funetionen der p, dar- 
gestellt werden, wodurch dann auch die Coefficienten in dem Differential- 
ausdrucke R,(u.,,y) durch die p, ausgedrückt erscheinen. Für p, =1 
ergiebt sich: 
s=—-Pp. B=p-n—-N)p: S=-p+@R-—2),p-(R—1)p,, 
(24.) rn 
s,= (—1)" Pr —k+1),p; tn — k-+2), ‚Pr-: »—(n—k+ Pr 3 — 

er op + - Da - Dip). 


8. 
Dureh Addition der Gleichungen (21.) und (23.) erhält man ferner 
die Beziehung: 


25.) pe laRy)+-D’yRa))-ePW)+-D’y os = SC Yu), 
wo =, und Sy,u)=R(y,w)+R,(u,y) gesetzt wurde. Hiernach ist 
der erste Theil der Gleichung (25.) gleichfalls der vollständige Differential- 
quotient eines in y und « bilinear gebildeten Ausdruckes. Für p,=1 ist, 
wie Herr J. Cels gezeigt hat (Comptes .. t. 115, p. 1057— 1059), 


“«Py)+-D’yQa)=, 7, W), 





Wü 
. ax PRETETE u 
Py,u) =uy+ Ip. .u RT nr 9 + 


deu 


d “rs A 
Ip._,% ” 72 (8 )+ + 1) u = Iv +. 4 


[pw (pi + ei ]y (n— + [mu Iyr>+ 4 yo); 


z Si Ka 
a Kate ee A 
ER ERTT EEE ER 


hd 


22 
7 2 an 
RER DIRT VERRE. EU rs 
ER Da EEE 
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es muss daher in diesem Falle auch der Ausdruck 


. si TE \ 
uh(y)+(—1)"yR,(w) = ey Y(y,u) 


der vollständige Differentialquotient eines in y und u bilinearen Ausdruckes 
sein. Es ist dieser letztere gleich: 


Yyu)= 


ken u e..4 ER u 
> Put Pu y" ru yet (1) k I .. ı(— 8 1—k ug I-+ 
k=4 78 
k=n—?2 i=? ES 1 “ wi. N ! ? 
> 3 (- DT Tn—k— D),oyuf”’ —(n— k—2),_,y ut? + 
k=1 ti=mn—k 
+(n— k—3);,_,y" u Bi (— 1 i u u 2 


wo m» =p„=1zu setzen ist, wie sich ergiebt, wenn gemäss (18.), woselbst 
jetzt p,=1, also p,=0 ist, und (24.) die Werthe für Ay’) und R,(w) in 
aR(y)+(—1)"yR,(w) substituirt werden. 


Heft 1. 5 
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Eine dreifach perspectiven Dreiecken zugehörige 
Punktgruppe. 


(Von Herrn Eugen Jahnke in Berlin.) 


I. einer neuerdings erschienenen Arbeit*) habe ich, angeregt durch 
die einschlägigen Untersuchungen von Herrn F. Caspary**), die dreifach per- 
spective Lage zweier „Drocardschen“ Dreiecke zu einem gegebenen Dreieck 
als Ausgangspunkt genommen, um von hier aus eine übersichtliche Grup- 
pirung der merkwürdigen Punkie eines Dreiecks und dadurch neue merk- 
würdige Punkte und neue Einsicht in deren Zusammenhänge zu erlangen. 
Hierbei erwies sich neben den Perspectivitätscentren und den Desarguesschen 
Punkten ein System von Punkten von Bedeutung, die ich Veronesesche 
Punkte genannt habe. 

Bei dem Versuch, die für die Ebene gewonnenen Resultate auf den 
kaum zu übertragen, wurde ich auf die vierfach hyperboloidisch gelegenen 
Tetraeder geführt. Das Studium dieser 'T’etraeder bot für mich ein erhöhtes 
Interesse, als ich einen einfachen Zusammenhang derselben mit den T'heta- 
funetionen von zwei Argumenten erkannte. 

indem ich mir vorbehalte, in einer späteren Arbeit auf diesen Zu- 
sammenhang einzugehen, will ich im Folgenden zunächst die wichtigsten 
Eigenschaften der aus den 3 Perspeetivitätscentren, den 9 Desarguesschen 
und den 9 Veroneseschen Punkten bestehenden Punktgruppe für zwei beliebige 
dreifach perspective Dreiecke mittheilen. 


*) Ueber dreifach perspectivische Dreiecke in der Dreiecksgeometrie. Wissen- 
schaftliche Beilage zum Jahresbericht der Achten Realschule zu Berlin. Ostern 1900. 
R. Gaertner. 

“*) Vgl. Nouvelles Annales de Math. (3) AIX p. D—. 
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I. 
Die Perspectivitätscentren dreifach perspectiver Dreiecke. 
Werden die Perspectivitätscentren zweier Dreiecke U,U,U,, A,A,A,, 
welche zu einander dreifach perspeetiv liegen, durch das äussere Produet 
P,= U, A; „A, a [U, A,U, A, u U, 4, U, A,| en A 33 9,1, 


dargestellt, so ergiebt sich ohne weiteres, dass das Dreieck P,P,P, sowohl 
zu A,A,A, als auch zu U,U;U, dreifach perspectiv gelegen ist. Werden 
hierzu wieder die Perspeetivitätscentren gesucht, so treten die Eeken der 
ursprünglichen Dreiecke auf. Eine derartige Lage dreier Dreiecke wird in 
Erweiterung einer von Herrn €. Stephanos für 'Vetraeder eingeführten Be- 
zeichnung desmisch genannt. Demnach hat man das bekannte Resultat”): 

Theorem I. Zwei dreifach perspeclive Dreiecke befinden sich mit 

dem Dreieck ihrer Perspectivitälscentren in desmischer Lage. 

Dieser Satz kann leicht verallgemeinert und dann folgendermassen 

ausgesprochen werden: 


Theorem II. Die Perspectivitätscentren dreier beliebiger zu einander 
dreifach perspectiver Dreiecke bilden die desmische Configuration (9,;). 
Hieraus folgt unmittelbar 


Theorem III. Die Eckpunkte dreier beliebigen zu einander dreifach 
perspectiven Dreiecke bilden zusammen mit ihren Perspeclivitätscentren 
eine Configuration (18,, 36;). 


11. 
Der Desarguessche Satz für dreifach perspective Dreiecke. 

Sind zwei Dreiecke einfach perspectiv, so liegen die Schnittpunkte 
entsprechender Seiten, die Desarguesschen Punkte, auf einer Geraden, der 
Desarguesschen Geraden. Liegen die Dreiecke dreifach perspeetiv, so ist 
zunächst klar, dass 3 Desarguessche Geraden mit 9 Desarguesschen Punkten 


auftreten. Die Bildungsweise dieser Punkte 
Pi — U, U, A, A), 
P;, Da U; U, A, A ] . (i,k u 8 52-2 3 2% 


P„=[U,U, 4A] 


verräth aber die Existenz von 6 weiteren Desarguesschen Geraden, welche 


*) Vergl. Rosanes, Math. Ann. II, 549 —552; H. Schröter, Math. Ann. II, 553 —562. 
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in die Seiten der ursprünglichen Dreiecke fallen. Daher 


Theorem IV. Zu zwei dreifach perspecliven Dreiecken gehören 9 
Desarguessche Geraden, von denen 6 mit den Seiten der beiden 
Dreiecke zusammenfallen, und 9 Desarquessche Punkte; diese bilden 


eine Configuration (9;). 


Theorem V. Die 15 Punkte, bestehend aus den Ecken zweier drei- 
fach perspectiven Dreiecke und ihren Desarguesschen Punkten bilden 


eine Configuration (15,. 6). 


Theorem V1l. Die Desarguesschen Punkte dreier in desmischer Lage 
befindlichen Dreiecke bilden zusammen mit den Dreiecksecken eine 


) » : / ‘)/> ( \ 
Configuration (56,, %). 


111. 
Der Veronesesche Satz für dreifach perspective Dreiecke. 
Herr Veronese*) hat gefunden, dass sich zu zwei einfach perspectiven 
Dreiecken U,U,U,, A,A,A,; stets ein drittes mit den Ecken [U,A, U; A;], 
‚U,A, U,4A,|, \U,A, U,A,| finden lässt, welches sowohl zu 4,44; als auch 


zu UÜU,U, einfach perspectiv gelegen ist derart, dass die drei Perspeectivitäts- 
eentren In gerader Linie liegen. Ich will die Ecken des dritten Dreiecks 
als Veronesesche Punkte des Dreiecks U,U;U, in Bezug auf das Dreieck 
A,A,A; bezeichnen. Dann ergeben sich bei der Erweiterung auf dreifach 


perspeetive Dreiecke die 9 Veroneseschen Punkte 


40,4), = ua; Veh 4, 


Ji 2 


U. 
U,=[U,A, 0,4], U„=[U,A UA), U,„=[U,A 0,4], 
0,4, UA], U,=[0,A UA], U,=[0.4..U,4)]. 


Man überzeugt sich leicht, dass die Veroneseschen Punkte sowohl 
des Dreiecks U,U;U, in Bezug auf P,P,P, als auch des Dreiecks P,P;P; 


oO 


in Bezug auf A,A,A, mit den Ü,, zusammenfallen. Daher erweitert sieh 


der Veronesesche Satz zu folgendem 
Theorem VII. Zu drei in desmischer Lage befindlichen Dreiecken 
UU,U,, A,A,A,, P,P,P, gehören nur 9 Veronesesche Punkte U,,,. 


Aus diesen lassen sich zwölf Dreiecke bilden: 


Attı della R. Ace. dei Lincei (3) l.e. Teorema IV. 
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l. das Tripel 
U. U,, U, (1, A 1,2,3 1: 3,1 


welche zu den Dreiecken U,U,U,, A, A,A, dreifach perspectiv liegen; 
15 von den 21 Perspectivitätscentren fallen mit den Punkten P,,P,,P,; 
zusammen, die übrigen sechs vertheilen sich zusammen mit P,.P,,P,; 
zu je drei auf drei Geraden. 
2. das Tripel 
U,U,U; 

welche zu den Dreiecken U,U,U,, A,A,A, dreifach perspectiv liegen; 
ihre Perspectivitälscentren sowohl in Bezug auf U,U,U, als auch in 
Bezug auf A,A;A, fallen mit den Punkten U,,U,.U, @= 1,2,3) 


selber zusammen. 
3. das Tripel 
U,U.,U;, | 
welche zu den Dreiecken U,U,U,,. P,P,P,, und 
4. das Tripel 
U,U;,U 
welche zu den Dreiecken A,A,A;,. P,P,P;, dreifach perspecliv liegen; 
von den Perspectivitätscentren des dritten bezw. vierten Tripels fallen 
je 12 mit den Punkten A,, A,, A, bezw. U, ÜU,,ÜU,;, zusammen. 
Den soeben aufgezählten Dreiecktripeln kommen noch tolgende 
Eigenschaften zu: 
Theorem VIII. Die Dreiecke jedes der Tripel 
Dual TU U U,Uul, 
liegen unter einander einfach perspectiv mit den Perspectiritätscentren 
Be, 2. 0 A A Was Elan Ur. 
Was das Tripel 
U,U:,; U 


angeht, so liegen die Dreiecke zu zweien je einfach perspectie 


Die beiden Theoreme VII und VIII lassen sich in tolgende ein- 
fachere Form zusammenziehen*): 


*) Vergl. des Verfassers oben erwähnte Programmarbeit, S. 11, 18. 
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Theorem IX. Die Ecken dreier in desmischer Lage befindlichen Drei- 
ecke liegen mit den zugehörigen Veroneseschen Punkten auf 9 
Geraden, deren jede 5 Punkte enthält; durch 9 der 18 Punkte gehen 
je 3, durch die übrigen 9 je 2 der Geraden. Diese Geraden, charakteri- 
sirt durch die auf ihnen liegenden Punkte, sind die folgenden: 


AU, P,U,U,;, A, U,P; U; U, A;U,P; U.U0:», 
A, U, P; Ü,, U,;, A; U, P, U,; U,,, A, U, P, Ü,, U,, 
A, U, P; U. ) U;;, A; U, P; U;,; I A; U,P, U, U;,. 


IV. 
l.agenbeziehungen zwischen den Desarguesschen und Feroneseschen Punkten dreier desmischen Dreiecke. 
Berücksichtigt man, dass wenn U,U,U;, A,A,A, dreifach perspectiv 
liegen, die Dreiecke A,U;U;, U,A,A,; U,A,U;,, A,U,A,; U,U,A, A,A,U; je 
einfach perspeetiv gelegen sind, so ergiebt sich: 


Theorem X. Die Desarguesschen und Veroneseschen Punkte, welche 


zu drei in desmischer Lage befindlichen Dreiecken gehören, vertheilen 
sich zu je drei auf 27 Geraden derart, dass durch jeden der 27 
Desarguesschen Punkte eine, durch jeden der 9 Veroneseschen 
Punkte sechs von den 27 Geraden laufen. Diese Geraden, charakte- 


risirt durch die auf ihnen liegenden Punkte sind die folgenden: 















PıUnU3, PaUsUı, PsUÜ.U;, 
P;, U. U,,, P.U;,; U, P,U;; U,,, 
P;, U,, U ;, P,Ü;; U,,, P,;,U, U; 
P\: Ü,, U,,, P.Ü,; U,,, Ps U); U,,, 
' P;, U): U;, P:: Ü,; U, P; U; U,;, 
z U,, Us; U;, U,, U,, P;; U,, U ,; 
Z} Z) ı 
dh. U;,, P:: U; U,, P:; U;; U,,, 
Pr U; U,,, P; U,, U, Pa U,; U,,, 
P,, U;; U;;, P;; U,, U,,, P;; Ü,, U; 


wobei P'.., P,,. (m,n = 1,2,3) die Desarguesschen Punkte zu P,P,P;, 
in Bezug auf A, A, A,, bezw. P,P,P, in Bezug auf U,U;U, bezeichnen. 


*) Vergl. des Verf. oben erwähnte Programmarbeit, S. 18. 
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v 
Verallgemeinerung des Veroneseschen Satzes. 
Der Veronesesche Satz für einfach und dreifach perspective Dreiecke 
ist ein specieller Fall des folgenden allgemeineren 
Theorem XI. Sind zwei Dreiecke U,U,U,, V,V,V, zu einem dritten 
A,A,A; dreifach perspectiv, so lassen sich aus den 9 Punkten 


Wı=[U:.4; VA], Waı=[U,4; 9A], Wı=[U,A; VAR], 
W.=[U,A, A], Wa=[U,A, VA], W.=[U,A, V;4;], 
Ws=[0;A YA Wa=[04A %Al Ws =[U,4 VA), 
6 zugehörige Dreiecke 
WW Won, 2. | 


WW. Wi 
bilden, derart, dass dieselben zum Dreieck A, A,A, dreifach perspectiv 
gelegen sind. 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus der Darstellung, die ich an anderer 
Stelle (vergl. des Verfassers oben erwähnte Programmarbeit 8. 5) für den 
allgemeinen "Typus dreifach perspeetiver Dreiecke mitgetheilt habe. 

v1. 
Die 21-Punkt-Gruppe und ihr Zusammenhang mit der Dreiecksgeomet 

Weitergehende Untersuchungen lehren, dass es naturgemäss ist, die 
im Vorstehenden betrachteten Punkte, nämlich die 3 Perspectivitätscentren, 
die 9 Desarguesschen und die 9 Veroneseschen Punkte als die dreifach per- 
spectiven Dreiecken zugehörige 21-Punkt-Gruppe einzuführen. 

Die hier mitgetheilten Sätze stehen nämlich in enger Beziehung zu 
der neueren Dreiecksgeometrie. Um dies zu erkennen, hat man nur nöthig, 
den durch das Grassmannsche äussere Produet dargestellten Algorithmus zu 
einer analytischen Darstellung”) der Punkte zu verwerthen. Hierbei erweist 
sich das 21-Punkt-System als Quelle für eine grosse Zahl bekannter und 
neuer merkwürdiger Elemente (Punkte, Geraden, Kegelschnitte, Curven dritter 
Ordnung) am Dreieck und für eine neue Einsicht in die merkwürdigen 
Lagen- und Maassbeziehungen derselben.” 


*) Vergl. F. Caspary, Bull. des Sciences math. (2) XIII, 202— 240, 18>9. 
**) Vergl. F. Caspary, Sur quelques nouveaux theoremes relatifs au triangle. 
Nouv. Ann., XIX, p. 75—77, 1900, sowie des Verfassers oben erwähnte Programmarbeit. 

























Construction gewisser Punkte aus der Dreiecks- 
geometrie. 


(Von Herrn Eugen Jahnke in Berlin.) 





Umemseiiuges aus der neueren Dreiecksgeometrie haben mich zu 
der Frage nach dem Process geführt, welcher die Punkte 
a A, +0 A,+0) A; (,k,1=1,2,342,3,1;3,1,2) 
eonstruiren lehrt, wenn der Punkt 
0, A, +0 A,+0; A, 


gegeben ist. Dieser Process ist bekannt für den Fall, das v=2 oder 
gleich einer Potenz von 2 ist; dagegen bereitet der Uebergang vom Expo- 


% 


nenten 2 zum Exponenten 3 Schwierigkeiten. 

Der gesuchte Process ist ein specieller Fall eines allgemeinen Pro- 
cesses, der im Folgenden für die Construction gewisser Punkte mitgetheilt 
werden soll. 

Bezeichnen «,,ß;... (@=1,2,3) die barycentrischen Coordinaten 
der Punkte 

(+, +%)U, = 0,A,+mA,+0;A;, 
(Pi ++ Pß)Vı a1 Pi A, +P: A; +P; A;, 


in der Ebene des Fundamentaldreiecks A, A, A; und v, o,... beliebige positive 
eanze Zahlen, so gebe ich im Folgenden einen für gerade und ungerade 
Exponenten v,_,... gemeinsamen Process, der die Punkte 


a; %} ., A, +@f ... A>+ a7 ? ... A; fi, 8 3= L.2m 
aus den gegebenen Punkten U,, V,,... in einfacher Weise construiren lehrt. 


Das Verfahren steht in enger Beziehung zu einem Satze aus der 


3 AN He 
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Lehre von den dreifach perspeetiven Dreiecken, welchen ich in der vor- 
stehenden Notiz als T'heorem XI. aufgestellt habe. 

Hierbei tritt eine Klasse merkwürdiger Punktgruppen als Hülfspunkte 
auf, für welche noch einige Lagenbeziehungen abgeleitet werden. 

Ich bediene mich im Folgenden der Grassmannschen Methode; doch 
ist zum Verständniss der Darlegungen nur die Kenntniss des äusseren Pro- 
duetes nothwendig. 

Indem ich auf die ausführliche Darstellune und Begründung der 
Grassmannschen Methode durch Herrn F. Caspary (Bull. d. Se. math. (2.) 
XIII, p. 202—240, 1889; vgl. auch Nouv. Ann. XVII, p. 3859—392, 1898; 
XVII, p. 248—274, 1899) verweise, begnüge ich mich mit einer kurzen 


Angabe des Bildungsgesetzes und der Bedeutung des äusseren Produets. 


I. 

Seien P,Q, R drei beliebige Punkte in der Ebene und P,,0,.,R,(i=1,2,3 
ihre homogenen Coordinaten in Bezug auf das Fundamentaldreieck EÜ’ EEE, 
so lassen sich die Punkte durch die Formen 

P=P, E”" + P,E”+P,E®. 
0 = Q,E"+Q0,E”+0,E®), 
R=R EV+R,E”+R,E“ 
darstellen, wenn 
an= 20 = SH =1. 


ı i 
, t I 


Die gerade Linie, welche ? und Q verbindet, wird dann durch das äussere 
Product |PQ]| dargestellt, d. h. durch folgenden Algorithmus: Bilde das 
algebraische Product PQ und ersetze die Produete EV’ E®, EV EWG,k=1,2.3 
durch die Ausdrücke [E® EV], [EW E'®], welche den Bedingungen [E E" Ö, 
IE” E®] = —[EWE®](i+k) unterworfen sind. Führt man an den obigen 
Formen diese Rechnungsvorschrift aus, so ergiebt sich 
[PO] = 9 [E”E®”]+g[E® EV] +[E® E®), 
Wo 
9 = P,9—-Pd, (i 
In ähnlicher Weise geht man vom algebraischen Produet POR zum 
äusseren Product \POR| über und findet 
FOR, 
IPORI=| P,Q;R, 
PO, R, 


Journal für Mathematik Bd. UXXIII. Hett 1. 
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wenn man noch die Bedingung hinzufügt, dass | EV EWE"] (i, k,!=1,2,3;i+k+I) 
gleich der positiven oder negativen Einheit ist, je nachdem die Indices ;, k, / 
zu derselben Klasse wie die Zahlen 1,2,3 gehören oder nicht. 

Hiernach drückt die Gleichung [PQ]= 0 aus, dass die beiden Punkte 
P und Q zusammenfallen, [POR]=0, dass die Punkte P,Q,R in einer 
(Geraden liegen, ebenso [gg’g’]= 0, dass die Geraden g,g',g" sich in einem 
Punkte scheiden. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dass die Darstellung 
von Punkten und Geraden in Form von äusseren Producten die lineare 
Construction derselben nach sich zieht. 


II. 
Ich entwickle” zunächst den Process, welcher zur Construction der 
aus U, abgeleiteten Punkte 
(tr +a)U” =a; A+ A,+ta] A; Prien.) 
führt. 
Zu dem Ende construire ich aus A,, A;,, A;, U, die beiden Punkte 
(2, +0%+0)UÜ, = 8A, +0, A;+0,4;, 
(+: +B)U,;, =; A+m,A;+%A; 
wie folgt: Ziehe von U, nach A,, A,, A; die Eckenlinien, welche die Seiten 
von A,A,A, in drei Punkten treffen, und suche für diese Punkte die zu den 
Seitenmitten symmetrisch gelegenen Punkte U), U,,U,', dann ergeben sich 
zunächst die Punkte 
(+9 +@%)U, = 0,A, +0 A,+0,A,;, 
(2, +0@,+03;) U, = 0, A, +0, A;+0,A;, 
(4, +0,+0;)U, = 0, A, +0, A;+0,A; 
als Schnitt der Eckenlinien A,U,, AU), A,U," bezw. mit den durch U, zu 
A,A;, A; A,, A, A, gezogenen Parallelen. Alsdann wird U, als Schnittpunkt 
der durch U; zu A,A, und der durch U, zu A,A,, und U, als Schnittpunkt 
der durch U, zu A,A, und der durch U, zu A,A, gezogenen Parallelen 
erhalten. (Vgl. des Verfassers wissenschaftliche Beilage zum Jahresbericht 
der achten Realschule zu Berlin. Ostern 1900, p. 9, 10, sowie F. Caspary, 
Nouv. Ann. t. XIX, p. 79—77, 1900.) 
Nehme ich jetzt an, dass die Punkte 
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gefunden sind, so bilde ich die folgenden Punkte 
Uy=-[U?”A UA], W=-[UP”A UA], UV =[Up "A UA 
UP [UA 04], UP=-[Uf”A U,4], U2’=-[UP”A U,4;], 
UE=-[0Up”4A UA] U=[UY »A, 0,4), : UP = [UP "A UA 
oder 
(x -+o/ + 0,) Un = 7" 0,A,+0o/ A,+0; A;, 
(+ +aja,) UN = of A, too, A,+0/ A,, (,k,t- 
(0. + 07 -+a, "0, a = a A, +07 A,+0r"a,4,. 
Hiernach suche ich die Perspeetivitätscentren des zum Fundamental- 
dreieck dreifach perspectiv gelegenen Dreiecks U; U! U, d. h. die Punkte 
>> [UPA UA A UYPA)=- [UVA UP A, 
oder 


v\ı v\ NZRE __ ev ) v ) ) aaa nd 
(ta +o)UÜ; =; A, +07 A, +0; A; GW 1=1.2,352,3,153,1,2) 


Von diesen Punkten führt schliesslich eine leichte Construction zu den 
gesuchten Punkten UV’, welche aus den UP durch Vertauschung von A 
mit A; hervorgehen: 

Sie ergeben sich nämlich als Schnittpunkte der durch U zu A,A, 
und durch UY? zu A,A,, bezw. der durch US” zu A,A, und durch UV’ zu 
A,A,, und der durch UV zu A,4, und durch U zu A,A, zezorenen 
Parallelen. 

Dieser Process fliesst unmittelbar aus T'heorem XI der vorstehenden 
Notiz, wenn wir für die Dreiecke U,U,U,;,, V,V,V, daselbst die beiden 
Dreiecke UP UF UP, U, U,U, wählen, nämlich zwei Dreiecke. welche 
einem besonderen Typus dreifach perspectiver Dreiecke angehören, den ich 
den Brocardschen Typus genannt habe (a. a. O,p. 9). 


IIl. 
Ein analoges Verfahren liefert die Punkte 
(++ PH) V® = # A, + A;+/P?A, 
Construiren wir hiernach die Punkte 
Were = [Vie A, UP 7A], Wee=[Ve"”A UP-7A], WErP = [Vfe"A, Ut 
W22= [Vie A UA], WEP= [Ve "A UA], WE = [Ve"A, US 


We = [Vie-D 4, UP-DA], WE® = [VfeD4, UP-DA], WE9 = [Ve 4, LED 


so ergeben sich zunächst die Punkte WV® aus 


we ®=- [W594 W594]=[W5PA WIPA]=[WE0A, W904 


! 


_ 
ad 
u 
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oder 


17 Pr + 03 P8 +03 3) W‘ ) — == (0, 8 A +0) Pr A; +0; RA; (k,7=1,2,3:2,3,1:3,1,?). 


Von diesen gelange ich wieder zu den gesuchten Punkten W"®, welche 
aus den W'”® durch Vertauschung von A, mit A, hervorgehen, auf dem 
oben angegebenen Wege. 


Dieser Process kann beliebig oft wiederholt werden und liefert so 
die eingangs erwähnten Punkte. 

IV. 

Die vorstehenden Darlegungen lassen interessante Lagen- und 
Maassbeziehungen zwischen den Punkten UV), bezw. Vf), W55P, ... zu Tage 
treten, welehe noch Erwähnung finden sollen. Da diese Beziehungen in 
gleicher Weise für die U wie für die V, bezw. W,.. gelten, so können 
wir uns darauf beschränken, sie für die Punkte U) auszusprechen. 

Zunächst folgt ohne weiteres aus T'heorem XI der vorstehenden 
Notiz, dass die Punkte U) (m, n = 1,2,5) für jeden Werth von » die sechs 
Dreiecke 

srl 
UN UPUY, 
r ’ gm Yı 
U UP U 


(11; % 3:2 3153, 1, 279 2 34,.,) 


bilden, welche zum Dreieck A,A,A; dreifach perspectiv liegen. 

Versteht man ferner unter P,@=1,2,3) die Perspeetivitätscentren 
des Dreiecks U,U;U, in Bezug auf das Fundamentaldreieck, so erhält man 
mit Rücksicht auf Theorem IX der vorstehenden Notiz. 

Theorem I. Sämmtliche Punkte UV) (m,n = 1,2,5:v = 2,5,4,...) 
liegen auf neun Geraden, welche sich dadurch bestimmen, dass je 
drei derselben durch jeden der Eckpunkte der drei in desmischer 
Lage befindlichen Dreiecke A,A,A;, U,U;U;, P,P,P, gehen. Die 
Anordnung der Punkte nach den (Geraden, welchen sie angehören, 
ist folgende: 

A, U, PURUPUPUP UP a; 
A, U, PP URUFUPUF ... UP sr; 
A, U, EURUFUFUR ... UP... 


(.k,1=1,2,3:23.1;5:3,1,2: 9=2 3 8,...) 


3” 


BR IB. 
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Theorem II. Die Punkte U‘) bilden auf den vorstehend definirten 


-/ mn 


neun Greeraden projectivisch — ähnliche Punktreihen derart, dass ihre 


Abstände von denjenigen der Punkte A,, mit denen sie derselben 
Geraden angehören, den folgenden Gleichungen genügen: 
A.U,:4,U2:A4,U9:AUP:.. = 
AU, : 4, UV : UV: A,UP:... 
AU; : A, UP: 4, U: 4, UP: ... 


(2, ’s 





















Ueber lineare homogene Differentialgleichungen, 


welche mit ihrer Adjungirten zu derselben Art gehören. 
(Von Herrn Richard Fuchs in Berlin.) 





Die folgende Abhandlung enthält eine Reihe von Untersuchungen, 
welche ich über solche lineare homogene Differentialgleichungen »-ter 
Ordnung mit rationalen Coefficienten angestellt habe, die mit ihrer Adjungirten 
zu derselben Art gehören. Für solehe Differentialgleichungen muss ent- 
sprechend der Definition der Art eine Beziehung bestehen 


d d” 
5 = Auy+ A, + + A Y j (m — n—1) 


"de" 

wenn y das allgemeine Integral der Differentialgleichung, z das allgemeine 
Integral der Adjungirten und A,, A,,..., A, rationale Funetionen der un- 
abhängigen Veränderlichen = bedeuten. Es zeigt sich, dass es einen 
wesentlichen Unterschied ausmacht, ob in der angegebenen Beziehung »— m 
eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, wie es auch schon in der Abhand- 
lung meines Vaters (Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1898, S.222 No. 1) 
hervorgetreten ist. Auch steht die Untersuchung dieser Klasse von Diffe- 
rentialgleichungen in einem eigenthümlichen Zusammenhange mit der in der 
Litteratur vielfach behandelten Frage, welche Bedeutung das Bestehen 
homogener nicht linearer Relationen zwischen den Elementen eines Funda- 
mentalsystems von Lösungen einer linearen Differentialgleichung für diese 
Differentialgleichung hat. 


Es sei 
(A.) ty" + +py =, 


wie im Folgenden stets die oberen Accente Ableitungen nach der 





NE EEE 
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unabhängigen Veränderlichen x bedeuten, eine homogene lineare Differential- 
gleichung »-ter Ordnung mit rationalen Coeffieienten und 


(B.) 29 — (p,3)"”+(p3)" 9 +... +(— 1)"p,3 = OÖ 
ihre Adjungirte. 
Wenn dann yı, Y:, ».-, 4. ein Fundamentalsystem von Lösungen von 
(A.) ist, so bilden wir die Ausdrücke 
Yı Y: a a en 


! ! 


Yy, Y: ... AR wi ... 4 


( (— Dre (3—1) (3—1) (j—1) (j—1) (3-1) 
2 U;r = - B A ; 1 Y; use Y.-ı z+1 ... Y, 
(7-+1) (5+1) (3+1) (3-+1) (+1) 
1 Y; ... Y.-ı Yx +1 . Yn 
(n—1) (n—1) (rn—1) (r—1) (n—1) 
Yı Y: er ”—1 Yızı Yn 


(eu. 
wo zur Abkürzung /=D(y,, Y:, ::-, y.) gleich der Determinante von y,. 9% .... %, 
gesetzt ist. Hierbei wird bekanntlich «,_,,.(z=1,2,...,») ein Fundamental- 
system von (B.). Durch Differentiation von (1.) erhalten wir nun leicht 
.Q.) = Un t Pa-slanın 
und die #;, bilden ein Fundamentalsystem von Lösungen dieses Systems 
von Differentialgleichungen. 

Es soll nun angenommen werden, dass die Differentialgleichung (B.) 
mit (A.) zu derselben Art gehört, dass also, wenn das allgemeine Integral 
von (A.) mit y, das von (B.) mit z bezeichnet wird, eine Gleichung besteht: 

(3.) 3 = Ay+Ay + +4A,y” (m= 
wo die A, rationale Functionen von & sind. 
Wir wollen in (3.) für y das Fundamentalsystem y,, %:. ..., 4, ein- 


setzen und das sich dabei für 3 ergebende System mit ©,_,.1.: &,_ı2: +: Yılın 
bezeichnen. Dann muss ein System von Gleichungen bestehen 
(4). Ü,-1x zu 923 CU: wo, 


3 


wo die Grössen e,, Uonstante bedeuten. Da nun bekanntlich”) immer 
ıXx / 


m ie ' n—1) 
(9.) Uri gr Asus t ‘+ A. Mary u 


*) Vergl. L. Fuchs, Sitzungsberichte 1898, S. 1119, No. 4, Gl. (3.) und Schlesinger, 
Handbuch u. s. w., Bd. II,, S. 127. 
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[; 

B: 
+ 
3 
R 
& 
e 
= 
ä 


ist, wo die A,, rationale Funetionen von & bedeuten, und also auch, wenn wir 


n 
(6. Gar = Er C;,U,; (x b, 000 %) 
E23 
setzen, 
(7 — j ne (n—1) 
(d.) Ü,x ar; Asvdn-ı.t +A,.1-10, 1% 


ist, so folgt aus (3.) durch wiederholte Differentiation, wenn immer mittelst 
(A.) höhere als (a—1)-te Ableitungen durch niedrigere ausgedrückt werden: 


Fe. N . | 
8.) 0, = Roy, +Rayt + Rn. hen) 


\ 


wo die R,, rationale Funetionen von z und die R,_,; mit den A, identisch sind. 


11. 

Wir wollen nun die Gleichungen (8.) voriger Nummer mit «,;, multi- 
plieiren und dann für z=1,2,...,2 die Summe bilden; dann ergiebt sich, 
da aus der Definition der a,;, (1.) No. | 
»5 y»u;,,=0, wenn A#P 

l 


“ 


(1., 





n 
z vu 0,1 
X 1 
folgt: 


(2., zu, 8, oo BR, 
u z | 


oder mit Benutzung von (6.) No. 1: 


| 2%) R = > C;,,U,U; (,3=U1,..n—1). 


7 cn 
I, 7 l 


Ditferentiiren wir nun Gleichung (2°) nach x, so ergiebt sich mit 
Benutzung von (2.) No. 1: 
dR,; 


dx 


/4.\ 
\ N} 


= —R,_,;-R.s-+P-.R.-.35+Ppr;Ran-ı")- 


(a,3=0, 1,.,n—1). 
ei der Herleitung dieses Systems von Differentialgleichungen haben 
wir übrigens keinen Gebrauch davon gemacht, dass die R, , rationale Functionen 
sind, es gilt also auch, wenn in (8.) No. I A,,; beliebige Funetionen bedeuten. 
Wenn umgekehrt AR,, ein beliebiges Lösungssystem von (4.) ist, so 
setzen wir 


(9.) Ü,x or R,..y,+ R.y.+'"+R,.-y x=1,..n) 


l 


“) Auf dieses System ist mein Vater, Sitzungsberichte 1898, S. 223, Gl. E, von 
einem anderen Gesichtspunkte aus gekommen. 
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dann ergiebt die Differentiation von (D.) mit Benutzung von (4.) leicht 
(6.) 


d. h. aber, die v,, bilden ein Lösungssystem von (2.) No. I, und es sind 


dv,. 


= —d -D WTA 
dr a— 1a t Pn a’n—1x 


mithin die o, ,, Lösungen der adjungirten Differentialgleichung (B.). Wir 
erhalten also den Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Differential- 
gleichung mit ihrer Adjungirten zu derselben Art gehört, ist die, dass das System 
von Differentialgleichungen (4.) ein rationales Lösungssystem besitzt. 


(i,„z=1,2,...,n) bilden übrigens ein Funda- 


Die Ausdrücke u,,;u;, 

mentalsystem von Lösungen von (4.), denn es kann nicht ein System von 

(leichungen bestehen 
4.) 


ohne dass alle ,,=0 sind. Bildet man nämlich in dem Systeme linearer 


IV 


mu me Peg m (4.75 en } 


N 


homogener Gleichungen (7.) zu e,, als Unbekannten die Determinante, so ist 


diese, wie leicht zu sehen, eine Potenz der Determinante \w,,| an... x n) 
und somit auch eine Potenz der Determinante D(y,, Y, ..., 9,), also sicher 


von Null verschieden. 
Ill. 
Wir wollen nun die Annahme machen, dass in der Beziehung 
(1.) 3 = R_ı0y+R,_,.ıy + +R,._,..y” 
m<n—|1, dass also 
(2.) pn UT 07 GESUER 17 SEIEREE 777 u Sp = () 
sei. Dann ergeben die Gleiehungen (4.) No. II: 
AR, Il, m-+1 


2 = —R, WE R, = U), 
also 
(3.) RR... =-R_,.+0, 
dagegen folgt aus 
u = —R,_, „..— R,_, —() 
(3°.) Ronn=—-R au = 0. 


K;benso folgt allgemein: 


EL Kon 
(4.) | 


Be . Aa 
Journal für Mathematik Bd. UXXII. Heft 1. 


n s, m 
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Nehmen wir hierin m+i—1= n—1, also i=n—m, so folgt 
(9.) R u Pr dar BR 


Die Gleichung (5.) lehrt, dass wir die beiden Fälle: na—m gerade 


m,.n—1 


und a —m ungerade zu unterscheiden haben. 
1. Wenn na—m eine gerade Zahl ist, so folgt aus (D.): 
Bu = — Run-ı: 
In diesem Falle setzen wir 


0. S,; =R ;—R;.: 


dann folgt durch Differentiation 


d 5, 7 


dx 


= — R Manz R, Bi Run R.-,3+P.- ‚R,.-ı 
+ R;,.-\+R;-,.a—Pr-o Rh; n—1 - 9, ;R.-1.: 


d.h. die Grössen S,; genügen ebenfalls den Gleichungen (4.) No. 11. 


a—], 


Das System S,; hat aber die Eigenschaft 
7) ee 
und es ist sicher 


—R 


—], m m,.n—]1 


S Rh 
a n—], m vs n 


2. Wenn »—m eine ungerade Zahl, so folgt aus (B.): 


= 3R ,.+WV. 


in .; u BE , 
In diesem Falle setzen wir 
(6*.) S,;= R,;+R;.- 


Es folgt auch hier wieder, dass die Grössen S,, den Difterential- 
sleichungen (4.) No. II genügen. Diesmal hat das System S,; die Eigenschaft 
“9 er FR 
und es ist sicher 
S 


In—1,m — R, —1, m + BR.» u.“ 2 Fin + v. 
Wenn also zwischen dem allgemeinen Integral y von (A.) und dem all- 


gemeinen Integral z von (B.) eine Beziehung besteht 


' 1 
en R,_,.0y+R,_,.1Y +. +R,_1.nY" f 
so sind die beiden Fälle n—m eine gerade und n—m eine ungerode Zahl zu 
unterscheiden. Wenn n—m gerade ist, so besitzen die Differentialgleichungen 


(4) No. II ein Lösungssystem 
S;=- Sa 0, 


a [74 


. j BORN a re abi 2a 
re Be Da Fa 2 u a y 5 
ERNEST IRERN 
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wenn n—m ungerade ist, hat man ein Lösungssystem derselben Gleichungen 


Ss, z = S. ar 
IV. 

Wir wollen nun weiter annehmen, dass » die Ordnungszahl von (A. 
eine ungerade Zahl sei. Wenn dann R,;=—R;,,. R,,=V0 ist, so hat man 
bekanntlich 

IR,;| = 0 Gans. 


Aus der von meinem Vater (Sitzungsberichte 1898, 5. 232) gemachten Schluss- 
folgerung ergiebt sich aber dann sofort die Reduetihilität von (A.), wenn 
die R,; rationale Funetionen von x sind. In Verbindung mit dem am Scehlusse 
der No. III ausgesprochenen Satze erhalten wir also: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung ungerader Ordnung 


I N 
(A.) 
\ 


) mit ihren Adjungirten (B.) so zu derselben Art gehört, dass n—-m eine 


gerade Zahl ist, so ist (A.) reductibel. 


In der Nummer VI werden wir über die Art dieser Reduetibilität 
noch genaueres aussagen. 

V. 

Wir wollen nun den Fall m = n—2 der zu a—m eerade vehört. noch 
etwas genauer ins Auge fassen. Wir haben dann also ein L,ösungssystem 
der Gleichungen (4.) No. II S,,=-—S;,. S,,=0, bei welchem sicher S 
von Null verschieden ist, und 


N Y u . * 
(1.) SE E Yrlalları 
‚a=l1 


wo y,, Constante bedeuten. Dann ist 


n 


(2.) = ZE Yirlzllar = = 7 U,;U3, 
also 
fs “ F2 A N Ei 
(3.) S,;+S;, = 2 | ea) u,;%;,. = () 
I. x = 


mithin, da die w,,;-w;, ein Fundamentalstem von (4) No. II constituiren, 


Yırt Ya = () (.=1...n) 


*) Vergl. hierzu L. Fuchs, Sitzungsberichte 1895, S. 223. In dem Falle n—m 
gerade giebt es keine quadratische Form Z= ER, ;y(®y), wie au R,;= — R;„,R,. = 


ersichtlich. 
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also 
1 
(4.) Vin es — Yaiı Yıı == (, 
Daraus folgt aber 
e uU, U;, 
(2. Ss — BP: at Fr A 
N w FE HERR TOR RER 


Nehmen wir speciell «e=n, 


( 


n—2, so hat man zufolge (2.) No. I: 


' 


U.—1, u 7 U,_2, x + pıu, —1,x9 


also 
’ 
Un—2,x - Pı U.—1, ur Un-1, 2” 


Führt man jetzt zur Abkürzung für das Fundamentalsystem von (B.) a,_, „= 2, 
ein, so erhält man 


a m | 3;%, 
(6.) ai u vy 5 Yır ’ ! 


Wir kommen also zu dem Resultate: 


1. Wenn in der Beziehung 


En R,_.oy+R,_.1ıy + iz + R, - er 


R,_,...1=0, aber R,_,„.. #0 ist, so ist R,_,.n_. = 498,_,._. ein Integral der 
(n—2)-ten Assocürten von (B.) 

Sind speciell R,_,., R,_.1: ..„, R,-ı.„.. rationale Functionen von z, 
so besitzt also die (a—2)-te Associirte ein rationales Integral. Umgekehrt, 
wenn die (a—2)-te Associirte von (B.) ein rationales Integral besitzt, so sind, 


da die «,, mit den a, ,,= 3; zu derselben Art gehören, auch alle 


S,; un ZYr U,; Us; 
i,x Uux u 7% 
rational, und dieses System hat die Eigenschaft S,;= —-S8;.. S,, =V. 


Es ergiebt sich also: 

2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die (n—2)-te 
Assocürte von (B.) ein rationales Integral besitzt, ist die, dass eine Beziehung 
besteht 

3 = Ayy+Ay + +A,.y"”, 

wo Ay. Ay... A,_, rationale Functionen von x sind und A, #V ist. 

Aus diesem Satze folgt z. B., dass die Differentialgleichungen, denen 
die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen und Abelschen Integrale genügen, 
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mit ihrer Adjungirten in der im Satze angegebenen Weise zu derselben Art 
gehören, da bei diesen die (n—2)-te Assocürte stets ein rationales Integral 
besitzt.” 
VI 

Wenn die (n—2)-te Associirte ein rationales Integral besitzt, besitzt 
auch (vergl. meine Bd. 119, S. 1 abgedruckte Inauguraldissertation No. 4) 
die (n—4)-te, (a—6)-te und allgemein die (a —2%)-te Associirte im allgemeinen 
ein rationales Integral. Wenn » eine ungerade Zahl ist, wird also auch 
die erste Associirte von (B.) durch ein rationales Integral befriedigt werden 
müssen. Die erste Assoclirte von (B.) ist aber, abgesehen von dem den 
Integralen hinzuzufügenden Factor = D(y,, Y., ..., y„) nichts anderes als 
die Differentialgleichung (A.) selbst. Wir kommen also zu dem Resultat: 

Wenn die Differentialgleichung (A.) von ungerader Ordnung so mit (B.) 
zu derselben Art gehört, dass 

= A,y+"+A,_y" r 

wo A,.,#L0, so wird die Differentialgleichung durch eine mit d=D(y,. Y......%,. 
multiplieirte rationale Function befriedigt. 

Man kann leicht eine Methode dafür angeben, wie dieses Integral 
von (A.) aus A,_, zu bilden ist. 

Wenn nämlich 


\ n ; 
62.) u; — »: va m 
er. 


( 
31% v Ar % 
\<.) Ps BE 2 six „(8) „(2) 
bee Bun = nz 
rationale Funetionen. die als lineare Funetionen mit rationalen Üoeftieienten 
aus A,_, und seinen Ableitungen zu berechnen sind. 


an bi ‚, we is Br 375 Im cn 2, 3, Irgend welche n— 
Man bilde nun, wenn z, Re ’ irgend welel l 
Integrale von (B.) sind, das Integral der ersten Associirten von (B.): 


! ! ! ! ’ ' 
S, &} S & ... 8 2 
(3.) 
n—3) „(n—3) „(n—3) „(n—}3) „(n—3) „(n—3) 
2. I zi Po Sm ... 3. 3, 
n—2) n—?) 2 n—?) n—?) - n— 2) „(n—?2) 
z\ z{ 3) z\ er. We & 
3 


*) Vergl. hierzu die Arbeit meines Vaters, Sitzungsberichte 1598, S. 477 ff. und 
meine Inauguraldissertation, dieses Journal Bd. 119, S. 11f. 
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und berechne es, indem man immer zwei Colonnen zusammenfasst, mit 
wiederholter Anwendung des Zaplaceschen Determinantensatzes. Wenn man 
den sich ergebenden Ausdruck dann zuerst mit y,, multiplieirt und über 
i<z=],...,n summirt, dann mit y,, multiplieirt und über <<m=|1,...,n 
summirt u. s. w,, so erhält man offenbar einen Ausdruck 


(4.) Z#+P.,P.;... P.. 


aß 
wo in der Summe für «ß, yo, ..., e& jedes Mal Combinationen zu zweien 
der Zahlen 0, 1,...,2—2 zu nehmen sind, aber so, dass e#P+y#d+-+{ 
ist. Dieser Ausdruck ist dann die gesuchte rationale Function. 

Im Falle der Differentialgleichung 3-ter Ordnung ist A,_, selbst das 
Integral der ersten Associirten von B, also 4A,_, ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung (A.) selbst. Aus den vorhergehenden Betrachtungen ergiebt 
sich also unmittelbar: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung ein rationales Integral besitzt, ist das Bestehen 
einer beziehung 


Az = Ay+ Ay), 


wo A und A, rationale Functionen von x sind, und es ist A, das rationale 
Integral. 
vn. 

Wir wollen nun noch auf einen eigenthümlichen Zusammenhang ein- 
gehen, in welchem die bisherigen Untersuchungen zu der in der Litteratur 
vielfach behandelten Frage stehen, welche Bedeutung das Vorhandensein 
homogener Relationen zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems 
für eine lineare Differentialgleichung hat. 

Wenn wir zwischen den allgemeinen Integralen von (A.) und (B.) die 
Beziehung haben | 

(1.) 2 = R,_,.y+R,... y +" +R,_..y”, 
wo m <nr—|1, aber n—m eine ungerade Zahl ist, so haben wir nach dem 
am Schlusse der No. III ausgesprochenen Satze ein System S,, = S;,, also 
wird in 


2) 


\ 


. 


S, Borx - Yırlaslix 


Yy,=Ys.. >peeiell haben wir, da S,_,.„_ = 2R,_,„..,=0 Ist, eine Gleichung 
(3.) - Yir 32. Ban 0, 


Pe RD 
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d. h. eine homogene quadratische Relation zwischen den Elementen eines 
Fundamentalsystems z,, 2, ..., 3, von (B.) mit constanten Üoefficienten. 


Wir wollen nun umgekehrt von der Annahme ausgehen, dass zwischen 
den Elementen eines Fundamentalsystems 2,, 2,, ..., 3, einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung (B.) — diese kann ja auch als die ursprüngliche 
Differentialgleichung angesehen werden — eine oder mehrere quadratische 
homogene Relationen bestehen und wollen sehen, was wir daraus nach den 
bisherigen Untersuchungen schliessen können. 


Wir beginnen dabei mit der Annahme, dass nur eine einzige qua- 
dratische Relation vorhanden sei: | 
> nn Pu 
(4.) P= 230,33 =). 


,.# 
Lassen wir die unabhängige Variable z irgend einen Umlauf machen, 
so erleiden die z, eine lineare Substitution, und P wird übergehen in 


(3.) P= 2d,,3,3,=V0. 
1.% 
Da aber eine zweite homogene quadratische Relation zwischen 2,. 2...... 2 


nicht vorhanden sein sollte, so bleibt nur die Möglichkeit 


4... we A6.,. 
also 
(6.) P=AP. 
Bilden wir nun der Gleichung (4.) analog die Ausdrücke 
(4*,) R,; Z 3 c0,,U,45,: 


so folgt, da die z,, mit den z, zu derselben Art gehören, also bei irgend 
einem Umlauf dieselbe Substitution erfahren, bei dem soeben gemachten 
Umlauf 


(6*.) R,=:ıR,,, 
d.h. aber jedes R,; genügt einer linearen homogenen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit eindeutigen Coeffiecienten und die Verhältnisse der A 
sind eindeutige Functionen. 
Wenn also eine einzige quadratische Relation (4.) besteht, so haben 


wir eine Beziehung zwischen (A.) und (B.) 


Po) = R,„-1,9 + .— Bi ur 
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wo die R,_,, bis auf einen allen gemeinsamen Factor eindeutige Functionen 
von z sind.*) 


vıll. 


Zweitens werde angenommen, dass m linear unabhängige quadratische 
ktelationen zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems von (B.) 
bestehen 


DEI un: U de 
PO = 0, 23,3, =0, 
80 Pl= 2a, 22,=0, 


\ 





pP» = n ce’, =. 


Machen wir wieder irgend einen Umlauf, so wird P'” übergehen in 


(2.) Po = Zu 2,5, = 0 Gem: 
1.% 


da aber der Annahme nach nur obige m Relationen (1.) bestehen sollten, 


SO mMUSS 
ION a 1) ı (2) (m) 
\D.) di’, Ka d,,C;, r4;6;, + +06; 


sein, wo a,, gewisse Uonstanten sind, also 


(4,) pP) mn a,P”+a,P®”+ ey +a;,,, pP"). 
Bilden wir nun wieder allgemein 
gi R‘! = PR U FR 
i, 2 
so werden wir nach dem von uns vollzogenen Umlauf offenbar wieder er- 
halten 
(#*.) Ri; = Rs ta»Ri;t+ "tan Rr3. 


I). h. die Grössen RY) genügen für A=1,2,..., m einer linearen Differential- 
sleichung m-ter Ordnung mit in = eindeutigen Coefficienten. Alle diese 
Ditterentialgleichungen, die wir für verschiedene «, 5 erhalten, sind ein- 
ander cogredient.””) 


*) Vergl. hierzu: Halphen, sur les formes quadratiques dans la theorie des 
equations differentielles lineaires (Comptes rendus de l’Ac. des se., t. 101, 1885, p. 666) 
und die Abhandlung des Herrn @. Fano: Ueber lineare homogene Differentialgleichungen 
mit algebraischen Relationen zwischen den Fundamentallösungen (Math. Annalen, Bd. 53, 
Heft 4, S. 571), die mir erst nach Fertigstellung meiner Arbeit zu Gesicht gekommen ist. 

**) Vergl. zu dieser Bezeichnung Schlesinger, Handbuch u. s. w., Bd. Il,, S. 114, 








3 
# 
a 
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pi 
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Wir erhalten also den Satz: 

Wenn zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems einer homogenen 
linearen Differentialgleichung (B.) m homogene quadratische Relationen bestehen, 
so hat man zwischen ihrem allgemeinen Integral z und dem allgemeinen Integral y 
ihrer Adjungirten (A.) eine Beziehung 

z = Ay+Ay + -+4A,y”. 


wo A, einer homogenen linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung mit ein- 
deutigen Coefficienten genügt, und alle diese Differentialgleichungen sind für 
i=0,1,..., m cogredient. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass man ähnliche Betrachtungen 
auch für höhere als quadratische Relationen anstellen kann. Man hat dann 
nur — wenn man etwa kubische Relationen betrachten will — von einem 
Ansatz auszugehen 


1 
(9.) zZ — B: A, yy 2 


n— 
a,D 


un $ 


Bildet man nämlich allgemein die Gleichungen 


n—1 


(6.) =. ER. yr, 
so genügen die Grössen AR,;, einem System von Gleichungen 
(7 ) | R,;; Ze R,_, Ru;  PRPORE ua R 1, A, y1 
| +9... R.-ı;-+p.-;R ‚n—]l,; rp ; R —_ 


welches, wie man sieht, den Systemen (2.) No. I und (4.) No. II völlig 
analog gebildet ist. Das allgemeine Integral dieses Systems ist ähnlich 
wie dort 
(8.) R,:; = 2 Cu. Uzrlt,ı, 
wo 6C;., Constante sind. 
Ein genaueres Eingehen auf diesen Gegenstand behalte ich mir für 
eine spätere Gelegenheit vor. 


Journal für Mathematik Bd. UX XIII. Heft | 4 



























Ueber lineare Differentialgleichungen mitalgebraischen 


L) De = 
Coefficienten. 
(Schluss des von dem Verfasser in diesem Journal veröffentlichten Cyklus 
von Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen.) 


(Von.Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


” der Abhandlung des Verfassers Band 122 dieses Journals war zur 
Untersuchung einer homogenen linearen Differentialgleichung, welche in den 
Coeffieienten rational nebst der unabhängigen Variablen eine irreduetible 
algebraische Funetion derselben enthält, der Begriff eines im Bereiche dieser 
Funetion normalen Differentialausdruckes aufgestellt und ein aus solchen 
Differentialausdrücken gebildetes System betrachtet worden. Der deter- 
minirende Factor in einem im Bereiche der algebraischen Function normalen 
Differentialausdrucke hat die Eigenschaft, dass der Differentialquotient des 
l,ogarithmus desselben eine rationale Function der unabhängigen Variablen 
ist. ‚Jetzt soll die Verallgemeinerung gemacht werden, dass die vorhin 
genannte Grösse eine rationale Funetion der unabhängigen Variablen und 
der algebraischen Funetion ist. Es werden Systeme solcher verallgemeinerten 
im Bereiche der algebraischen Funetion normalen Differentialausdrücke be- 
handelt und es wird untersucht, ob ein vorgelegter Differentialausdruck sich 
in ein derartiges System zerlegen lässt. Die Integration der Differential- 
gleichung, deren Differentialausdruck durch ein solches System dargestellt 
ist, erfolgt unter Anwendung der in den früheren Abhandlungen des Ver- 
fassers aufgestellten Integrationsmethoden. Zugleich wird eine Anwendung 
auf homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung gemacht. 

Nach einem Rückblieke auf den Inhalt dieser Abhandlung, der sich 
an den in Bd. 122 enthaltenen Rückblick auf die früher von dem Verfasser 


une 2 yo, yo Pr aa EEE 
na . A har DE]. ea ne aygs wi el ka ba BUT En 
Ne A Be ie: FIRE 


er 
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in diesem Journal veröffentlichten Abhandlungen über lineare Differential- 
gleichungen anschliesst, wird die Reihe dieser Abhandlungen zum Abschlusse 
gebracht. 


1. 
Definition des verallgemeinerten im Bereiche einer algebraischen Funetion normalen Differentialausdruckes. 
In dieser Abhandlung werden homogene lineare Differentialausdrücke 
betrachtet, welche als Coeffieienten der Differentialquotienten rationale Aus- 
drücke der unabhängigen Variablen & und einer irreduetiblen algebraischen 
Function derselben s enthalten; der Coeffieient der höchsten Ableitung in 


jedem Differentialausdrucke ist gleich 1. Die algebraische Function s soll 


eine irreduetible Gleichung o-ten Grades mit ganzen rationalen Funetionen 
von x als Coeffieienten und dem Üoeffieienten der höchsten Potenz gleich 1 
haben. 

Es sei nun ein in dem Bereiche s regulärer Differentialausdruck (verg]. 


Nr. 2) m-ter Ordnung mit der abhängigen Variablen y genommen F,,(y, s, «). 


Dann werde der Differentialausdruck e"F,fe "y,s, x) gebildet, die Coeifi- 

i ‚ i 2 AW 

eienten desselben sind ganze rationale Ausdrücke von m 5 und Ab- 
2 


leitungen von z nach x. Wenn diese Coeffieienten wieder rationale Aus- 
drücke von x und s werden sollen, so folgt aus dem Üoeffiecienten von 


dm—1 s R . . . 

dx" a dass 3 ein rationaler Ausdruck von x und s sein muss. z sei gleich 
g(s, ©) gesetzt, wo g(s,x) eine rationale Funetion von z und s ist, er — 2. 
In Abhandlung Bd. 122 No. 1 war 2=e" und W eine rationale Funetion 


von x allein, die in Partialbrüche zerlegt zum absoluten Gliede Null hat. 
Es war dort gezeigt, dass ein Differentialausdruck, der sich auf die Form 
2F,(2"y,s,x) bringen lässt, diese Form nur auf eine Weise annimmt. 
Diese Eigenschaft soll erhalten bleiben und demgemäss die Form von g(s, x 
bestimmt werden. Eine Integrationsconstante kann in dem Integrale /g(s. c)d.r 
hinzugefügt werden, da ein constanter Factor von (2 aus dem Ausdruck 
2F,(2"y,s,x) wieder ausfällt. 

I. Die Form von g(s,r) wird so bestimmt, dass ein Ausdruck 
RF,@2"'y,s,x) wo F,(y,s,x) ein im Bereiche s regulärer Differential- 
ausdruck und 2 = e#“»% ist, nicht an allen Stellen regulär sein kann, 


wenn nicht g gleich Null ist. Ein Differentialausdruck F,(y, s, x), der sich 
9* 
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auf die Form 2F,(2"y,s,x) bringen lässt, nimmt alsdann dieselbe nur 
auf eine Weise an. Wenn noch eine andere Form 2, Gay, s,x) für 
F,.(y,s, ©) bestände, wo Fund @, im Bereiche s reguläre Ausdrücke, 2, 2, 


Integrale der vorhin bezeichneten Art sind, so würde sich 


unge ; 25 l(2? 
(1.) F (Y, 5, €) ar 2 6.(5 3; 5, x) 


1 


82 


F,, gleich @,. Die Grösse g(s, x) ist eine ganze rationale Function von s 


ergeben; ist ein Integral derselben Art, daher constant und der Ausdruck 


höchstens vom Grade o—1 mit rationalen Functionen von x als Coefficienten. 
Diese letzteren Functionen seien in Partialbrüche zerlegt. Bei Herstellung 
des Ausdruckes g(s, x) kommen in Betracht Punkte a, in denen die Dis- 
eriminante der Gleichung von s nicht verschwindet, Punkte b, in denen die- 
selbe verschwindet, und der Punkt =». Die Theile des Ausdruckes von 
g(s,. x) sollen nun bei den Punkten a, b, © insofern der 'T’heil bei einem 
solehen Punkte nicht ausfällt, von folgender Form sein. 

Bei einem Punkte a soll der Theil von g(s,x) von der Form sein: 


h,(s) , h(s) h,_: ($) 


(2.) (2 — ayr T (x — arte * (2 — a)?’ 


wo die h(s) ganze rationale Ausdrücke von s höchstens (o—1)-ten Grades 
mit eonstanten Coeffieienten sind. 

Bei einem Punkte 5 soll der Theil von g(s, x) je nach der Beschaffen- 
heit von s bei diesem Punkte entweder von der Form sein 


4 


ve G-yra-et" tg 


Ü [04 00—2 


wo die &@ UConstanten sind, oder von der Form 


k_(s k.(s k._2(8 
(4.) En A RRTR 
(= — bye " (&— b)e-i (©—b)?? 
wo die Ak(s) ganze rationale Ausdrücke von s höchstens (o—1)-ten Grades mit 
eonstanten Coeffieienten sind, oder von der Form 


ko, k@) ERBE. 
9.) Grat trat ad 


wo die k(s) ganze rationale Ausdrücke von s höchstens (o—1)-ten Grades 
mit constanten Coeffieienten sind, e eine Constante ist. 


21, 2a aa u 
EL een ’ 
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Bei dem Punkte z = © soll der Theil von g(s, x) von der Form sein 
(6.) P,(x)+ fi (z)s+ nu. ne 4 +) gs ef 
wo die P(x) ganze rationale Functionen von x sind. 
In den Ausdrücken (2.) bis (5.) stehen also im Nenner der Glieder 
Potenzen mit Exponenten gleich oder grösser als 2. 


y 


II. Es werde der Ausdruck 2F,(2"'y, s, x), wo F, ein im Bereiche s 


regulärer Differentialausdruck und 2 = e/”" "4 ist, angesetzt, so ist zu zeigen. 
dass derselbe kein regulärer sein kann, wenn nicht g gleich Null ist. 

A) Bei einem Punkte x = a. 

Bei diesem Punkte bestehen o einwerthige Entwiekelungen von s 
nach Potenzen von z—-a mit positiven ganzzahligen Exponenten, welche 
für = a unter einander verschieden sind. Jede dieser Entwickelungen sei 
liefern nur Po- 


in g(s, x) eingesetzt. Die Theile (3.) bis (6., 


.) von g(s, x) 


/ 
tenzen von z—a mit positiven ganzzahligen Exponenten, ebenso die Theile 
(2), welche sich nicht auf den betrachteten Punkt a beziehen. In dem 
Theile (2.), der sich auf diesen Punkt bezieht, kann A,(s) als Ausdruck 
höchstens (o—1)-ten Grades mit constanten Coeffieienten nieht für alle o 
unter einander verschiedenen Werthe s für 2 =.a verschwinden. Also mnss 
wenigstens bei einer der o Entwickelungen s die Entwickelung von g‘s, 

mit (2 ap r— 2, k eine von Null verschiedene Constante, beginnen. Die 


[ode jst alsdann von der Form e n,w=5c_(r-a 


Entwiekelung von e: 


\ F s \a . is \ . . . . 
n= (z-a) 3c,(r-a)‘. In nF,(n”y,s, x) ist bei derselben Entwickelung 


\ / 
von s der charakteristische Index bei z=a gleich Null und in F, (27 y,s,r 
gleich der Ordnung m (vgl. Abh. Bd. 96, No.3 I). Also darf, wenn (2(F, {2 "y,s. x 


im Bereiche s regulär sein soll, der Theil (2.) bei einem Punkte a in dem 
Ausdrucke von g(s, x) nicht vorkommen. 

B) Bei einem Punkte x = b. 

Bei diesem Punkte sei ein R-blättriger Windungspunkt, wo RZ | 

1 
ist, genommen. Alsdann wird (@--b5)" ={ gesetzt: die R in diesem Punkte 
zusammenhängenden Zweige von s haben eine Entwickelung der Form 
1 

= (2—-b)“ (wo c, gleich Null sein kann). 


(n 


.. 
v ya‘! 
206,6, 


0 


a) Der Theil von g(s, x) bei b sei von der Form 
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1 
Nachdem (2—b)“ ={ gesetzt ist, enthalten die übrigen Theile von 
9(s,x) in der Entwickelung Potenzen von mit positiven ganzzahligen 


a,R 


\ rn\ . > . 0 dx 
Exponenten. Der Theil (3.) 03 mit ; > 2 g(s,%) de beginnt mit Ere- nr 


Ro-N)+1=2. Aus 2=e: odggal > folgt daher, wie in A), dass 2F, (2 "y,s, x) 
bei {= 0 nicht regulär ist. Es darf also, wenn dieser Ausdruck regulär 
sein soll, in g(s, x) ein Theil von der Form (3.) nicht vorkommen. 

Der Theil von g(s,x) bei dem Punkte 5 soll, wenn derselbe nicht 
ausfällt, von der Form (3.) sein, wenn s bei 5 nicht die im Folgenden bei 
?) und y) angegebene Beschaffenheit hat. 

P) Der Theil von g(s, x) bei b sei von der Form (4.). 

Für s wird die Entwickelung B> c,ö', für e—-b wird {” gesetzt. Der 
Theil (4.) wird 


RN 6) , K) ko-2($) 
(4.) Re [Re—R 2 au u m 
‚ds. et ” . 
y(s, €) Fa Q= ea“ enthält, wenn R(e—1)+1= u gesetzt ist, den 
Theil 
a Rk,(s) , Rk,(s) Rk,_2(s) 
\ d.) > | + Fe R + 2 +3 "u—R(vo—?) 
{ £ 


und ausserdem Potenzen von & mit positiven ganzzahligen Exponenten. Die 
Entwickelung von A,(s) sei ay.d. Dann können aus (8.) Potenzen von &' 


mit den Exponenten «, «u—1 bis u—R+i nur aus dem Ausdrucke 
R(y, +4% Ste +YR-ıL% 1) 


/QO\ 
(9.) ER@=N+ 1 
hervorgehen. Es ist 


EUER 4 d’k,($) 
(10.) = - - ze 2 


Ferner ist vermittelst s= Ne,d': 


0) 


(x „($ 2) 2 (28) ds e - (& 2). 


ds d£l’; 
Pr (0) (8 OT dk,( on _ d’k, 4). 
I’k,(s) 
0) 


= ds dl 
Mm x k, ne) 4 -). 2 (@ Be a: 


—=() =) 
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Es soll jetzt vorausgesetzt werden, dass ec, von Null verschieden ist. Dann 
ergeben sich aus (10.) und (11.) successive die R Grössen (R — 1) 


Ih.(s JR=1 7% (8) e 
(12.) (kuls)):—o; ( el 4? Ei 6 ds“ ek 0) 


homogen und linear mit constanten Coefficienten durch die Werthe y,; 
y, und y:; bis Y%, Y%23 ++, ausgedrückt. Durch die sämmtlichen ein- oder 
mehrblättrigen Windungspunkte bei 2=b (deren o Blättern die o Zweige von 
s entsprechen) erhält man gemäss (12.) im ganzen o Gleiehungen, in welchen 
die o Constanten aus 4,(s) homogen und linear vorkommen. Falls die Deter- 
minante dieses Gleichungssystems von Null verschieden ist, so ergiebt sich 
weiter Folgendes. Wenn die Werthe y,, Y, bis Y,-ı in (9.) bei jedem der 
Windungspunkte Null wären, so müssten die Constanten in A,(s) verschwinden. 
Es muss also wenigstens bei einem der ein- oder mehrblättrigen Windungs- 
punkte in der Entwiekelung von (8.) der Theil (9.) nicht verschwinden. 
Nun ist Reoe-NM)+1-R+1=2. Daraus folgt dann wie in «), dass 
2F,2"'y,s,x) bei dieser Entwickelung von s bei {= 0 nicht regulär ist. 
Demnach darf in g(s, x) ein Theil von der Form (4.) nieht vorkommen. 
Es ist nun die vorhin genannte Determinante zu behandeln. Bei 
dem Punkte 5 sei ein A’-blättriger, ein AT-blättriger Windungspunkt ete. 


vorhanden, R’, R’..—1. Die in dem AR’-blättrigen Windungspunkte in 5b 
gleichen Werthe von s seien durch &, =, = ---= @,. bezeichnet: die in dem 
R”-blättrigen in 5 gleichen Werthe von s durch a... = u = = @ etc, 


Jene Determinante entsteht aus der Determinante 
] 0, 0, a 


Ei 00 


eu 
_. 
oo 
“ 

u. 


Bi a 


) 


wenn dieselbe O-mal nach «&,, 1-mal nach «&,. 2-mal nach «, ete., (R’—1)-mal 


nach «,. differentürt und &, = &, = --- = «a, gesetzt wird; ferner, wenn dieselbe 
O-mal nach «,.,., l-mal nach «.;, ete., (R’—1)-mal nach «,., „. differentiirt 
und O1 = Opa =" = App. gesetzt wird ete. Die Determinante (13.) ist 


bekanntlich gleich dem Produete aller Differenzen der « 
(0, — 0) (0; a0 0) Wr (0,—4,) 


/ \ / u 
164 Bere U, ..o». Ü Pr (04 
\ J -; \ U . 


(14.) 
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welches durch 4(e,, &, ...., &,) bezeichnet wird. Es ist /(a,, %,..., @,) gleich 


(15.) (,—0,)(%;—4,) ».. (0,—0,) I(R;, 03, ..., ,). 
. a d 
Hieraus entsteht durch die Operation da a 
(16.) (;—a)(,—a) ... (0, —a) Alt, O, 2.) 
Hieraus ergiebt sich durch die Operation ga =, 
3 
12 n\ fa 3 
(17.) 2-11, —a,) (%,—0,) ... (0,0) Ila;, Gy... Eu), 
. . f} 3 
weiter durch die Operation 7 a, 
ad. 
4 
) fa € < | + 
(18.) 2-.1.3-.2-11,—a,) (0; —0,) ... (0,—a,) Alt, Oo, Cu) 
ER it, R ' N 
u. s. w. bis Fk ra. Auf den übrig bleibenden Ausdruck, der noch 


R' 


u . d’ d 
ein F enthält, sind nun successive die Operationen — — ; 
1}: dar+ı' daryr2 
d: 


dajry+3 
maligen Exponenten 1 in (15.), 2 in (16.), 3 in (17.) ete. der dort neben 
4 vorkommenden Potenz —, dass diese Operationen an dem vorhin übrig 
vebliebenen 7 auszuführen und in dem anderen Theile &,,, = @2,3 =" "pym- 


‚ %p3 = 4p 1, ete. auszuüben. Es ergiebt sich — durch die jedes- 


zu setzen ist; u.s.w. Ist nach «, ein oder mehrere mal zu differentiiren, 
so liefert die an dem letzten / in Bezug auf «, auszuführende Operation 
einen numerischen Factor gemäss (16.), (17.) ete. Es ergiebt sich das 
Itesultat, dass wenn die schliesslich noch bleibenden & unter einander ver- 
schieden sind, die betrachtete Determinante von Null verschieden ist. 


Das Vorhergehende wird nun bei dem Punkte b angewandt. Die 
algebraische Funetion s habe bei 5b folgende Beschaffenheit: Bei jedem R- 


blättrigen Windungspunkte (RZ 1) sei in der Entwickelung von s, wenn 
1 


x—b)" = gesetzt ist, 3 c,C' der Coefficient c, von Null verschieden; ferner 
0 
von einem Windungspunkte zum anderen betrachtet, seien die Anfangscoeffi- 
cienten c, in den Entwickelungen unter einander verschieden. 
Alsdann kann in dem Ausdrucke g(s, x) ein Theil von der Form (4.) 
nicht vorkommen, wenn (2F,„(42”"'y,s, x) im Bereiche s regulär sein soll. 


Es wird also jetzt festgesetzt, wenn die algebraische Funclion s bei 
dem Punkte b die vorhin angegebene Eigenschaft hat, so soll in dem Ausdrucke 
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g(s,x) bei b der Theil von der Form (4.) eintreten, falls nicht der Theil bei 
diesem Punkte ausfällt. 

y) Die algebraische Function s habe bei dem Punkte 5b folgende 
Beschaffenheit: 

Es seien bei b o einwerthige Zweige s, bis s, vorhanden, die Werthe 
von s, bis s,_, in b seien unter einander verschieden, die Werthe von s,_, und 


ls, Me ds, 
und 


d$ ° . 
inbxvon einander 
dx dx 


s, in b seien einander gleich, dagegen seien 
verschieden. 

Alsdann wird festgesetzt, dass in dem Ausdruck g(s, x) der Theil bei b 
die Form (3.) haben oder ausfallen soll. 

“alls A,(s) nicht für alle Werthe von s, bis s, in b verschwindet, so 
beginnt wenigstens bei einem Zweige s die Entwiekelung (5.) mit der Potenz 
(2—b) *, e>2. Wenn aber Ak,(s), welches ein Polynom höchstens (o—1)-ten 
(srades ist, nicht identisch verschwindet, aber für die o—1 in b verschiedenen 


dk,(s) 
ds 


Werthe der s verschwindet, so ist für diese Werthe von Null ver- 


dk,(s) ds ) 


schieden. Daher hat ( für s=s,_, und s, zwei verschiedene 


er 4. 
Werthe, während (k,(s)).-, bezüglich e (in e(@@—b)"*) für s,_, und s, nur 
einen Werth hat. Demnach beginnt wenigstens bei einem der beiden Zweige 


s,_, oder s, die Entwickelung (5.) mit der Potenz (e—-b)"", o-1=2., 


Verschwindet A,(s) identisch aber e nicht, so beginnt die Entwickelung (D.) 


/ 


\ 


mit ce(2e—b)"". Hieraus ergiebt sich, wie in A), dass 2F,(2""y,s,x) bei 
b nicht regulär sein kann, wenn nicht der Theil (5.) aus g(s, x) ausfällt. 
Die Form (d.) des Theiles von g(s, x) bei diesem Punkte b ist so be- 
9\9; 
schaffen, dass wenn die Differenz zweier bei demselben Punkte verschiedener 
Ausdrücke g,(s,x) und g,(s, x) gebildet wird, in g,(s, 2) —g:(s, 2) = y(s, r 
der Theil bei 5 wieder die Form (5.) hat oder ausfällt. 
C) Bei dem Punkte r=x. 


Es dürfen also, wenn der untersuchte Ausdruck 2F,(27"'y,s, x), 


2= eleu az regulär sein soll, in dem Ausdrucke g(s, x) die Theile (2.), 


(3.), (4.), (5.) nicht vorkommen. Demnach bleibt 2 = e/®“ zu betrachten, 
wo Q ein Ausdruck (6.) ist. Q kann, wenn s in demselben vorkommt, nicht 
für alle Zweige von s bei 2=x endlich bleiben. Denn da Q für endliche 
Werthe x endlich ist, so würde alsdann Q eine Gleichung 
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o-ten Grades 
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mit dem Üoeffieienten der höchsten Potenz gleich 1 und im übrigen con- 
stanten Üoeffiecienten erfüllen, also selbst eine Uonstante sein. Dieses ist. 
wenn s indem Ausdruck Q vorkommt, wegen der Irreduetibilität der Gleichung 
für s nieht möglich. Wenn s in Q nicht vorkommt aber z, so bleibt Q@ 
nicht endlich. Redueirt sich Q auf eine Constante, so sei dieselbe von Null 


verschieden. Es wird x = ‚ bei einem R-blättrigen Windungspunkte (R = 1) 
| 
i* = gesetzt. 
Wenn s in Q vorkommt, so muss die Entwickelung von Q nach Potenzen 
von & mit ganzzahligen Exponenten wenigstens bei einem Windungspunkte 


i . dx di Ro&R-! 
Potenzen mit neeativen Exponenten enthalten. ) „= —( u MUSS 
> dt d£ ER 


alsdann in höherer als 1-ter Ordnung für {= 0 unendlich werden. Das- 
selbe findet auch noch statt, wenn s in Q nicht vorkommt aber z, und wenn 
0 sich auf eine von Null verschiedene Uonstante redueirt. Daraus ergiebt 


It \ 


sich, wie in B)e), wenn in AF,(2T'y,s,2) © = : und bei einem R-blättrigen 
1 

Windungspunkte (RZ 1) t"={ gesetzt wird, dass wenigstens bei einer 
Entwiekelung von s der Ausdruck 2F,(2"y,s,x) nicht regulär ist. Soll 
also QF,(Q"y,s,x) regulär sein, so muss in 2= e/’%»“ der Ausdruck 
y(s,x) gleich Null sein. 

III. A) Aus I. und II. folgt nun dieses. g(s, x) erhält den Ausdruck, 
dessen T'heile durch (2.) bis (6.) gegeben sind, wobei bei einem Punkte 5 
die Bestimmungen, die nach der Beschaffenheit von s in diesem Punkte in 
Il. B) e), ).y) getroffen sind, gelten. Oder g(s, x) ist gleich Null. Wenn 
alsdann ein Differentialausdruck F,,(y, s, x) sich auf die Form 2F,(2"'y, s, x) 


bringen lässt, wo F,(y,s,x) ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck, 


/ 


= e/’“)« ist, so ist dieses nur bei einem Ausdrucke g{s, x) und bei einem 
Ausdrucke F,(y, s, x) möglich. 

Kin soleher Differentialausdruck heisse ein verallgemeinerter im be- 
reiche s normaler Dijferentialausdruck, (2 der determinirende Factor (ein zu 
“2 hinzutretender eonstanter Factor fällt aus dem Differentialausdrucke wieder 
aus) F,(y,s.x) der im Bereiche s reguläre Differentialausdruck in jenem Difte- 
rentialausdrucke. Wenn g(s, x) die Function s nicht enthält, so heisst der 
Ditferentialausdruck F,,(y, s, ©) ein im Bereiche s normaler Differentialaus- 
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druck (s. Abh. Bd. 122 No. 1). Derartige Ausdrücke werden also auch zu 
verallgemeinerten im Bereiche s normalen Differentialausdrücken gezählt, 
wenn von letzteren Ausdrücken allgemein die Rede ist. 

B) In Bezug auf die im II. B) #), y) angegebene Beschaffenheit der 
Funetion s bei einem Punkte, in dem die Diseriminante der Gleiehung von 
s verschwindet, wobei in g(s, x) der Theil (4.), bezüglich (5.) eintreten soll, 
ist Folgendes zu bemerken. 

Nach den Untersuchungen von Kronecker über „Die Diseriminante 
algebraischer Funetionen einer Variablen“ Bd. 91 dieses Journals kann jede 
vanze algebraische Funetion rational durch z und eine ebenso verzweigte 
andere ganze algebraische Function ausgedrückt werden, welche an allen 
Stellen, an denen ihre Diseriminante verschwindet, die Beschaffenheit, die 
in II. B) 9), y) angegeben ist, besitzt. — Es ist dieses die algebraische Fune- 
tion, deren Diseriminante neben dem „wesentlichen T'heiler* einen solchen 
„ausserwesentlichen 'T’'heiler“ enthält, der das Quadrat eines Polynoms ist 
mit unter einander verschiedenen Linearfactoren, die zugleich von den Linear- 
factoren des wesentlichen Theilers verschieden sind (l. e. p. 326). — Wenn 
man eine vorgelegte algebraische Funetion rational durch x und eine solche 
Kroneckersche algebraische Function ausgedrückt hat, so kann man letztere 
in die Coeffieienten der Differentialgleichung einführen. 


2. 
Die Form der im Bereiche einer algebraischen Function regmlären Differentialausdrücke. 

Ein homogener linearer Differentialausdruck m-ter Ordnung F,(y, s, x), 
der z und die algebraische Function s rational in den Coefficienten enthält, 
mit dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1, hat zu singulären 
H(s,x) 
K(x) 
rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen ohne gemeinsamen Theiler 


Punkten, nachdem die Üoeffiecienten die Form wo H und K ganze 


in x sind, erhalten haben, die Punkte, in denen die Nenner K(x) ver- 
schwinden, die Punkte, in denen die Diseriminante der Gleichung von s 
verschwindet und den Punkt = x. Ein soleher Differentialausdruck 
F,(y,s, x) ist ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck (Abh. Bd. 115 
No.5; Abh. Bd. 122 No. 1) genannt worden, wenn bei jedem singulären 


Punkte «@ im Endlichen und bei =» — und zwar bei jedem R-blättrigen 
l 


Windungspunkte, wo RZ 1 ist, nach Substitution von (r—e)“ =£, wodureh 
19 
























u 
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’ daN\" _ u 3 l 

F.(4,s,=) = (3) Gy, s, &) entsteht (entsprechend bei z= x 2 = * 

. /da\ en en np . y “. { pn >» 

F 7) F,,) — der Differentialausdruck @,(y,s, Ö) zum Üoefficienten 
dv, d en . ,.. - 

von Temze einen solchen hat, der höchstens in a-ter Ordnung für = 


unendlich wird. In den Coefficienten von F,(y,s,x) darf s auch fehlen ; 
ein regulärer Differentialausdruck (Abh. Bd. 96 No. 5) (der also nur x in 
den Uoeffieienten enthält), ist zugleich ein im Bereiche s regulärer. (Wird 


—mn 


u ’ dx Ba = . 
bei einem Differentialausdrucke f,(y, s, €) = (FE 9n(Y,5,5) In der Ent- 


wiekelung von s nach Potenzen von & mit ganzzahligen Exponenten statt 
2nik 

die Grösse (Ce * (R=0,..., R—1) gesetzt, wodurch dem Anfangsgebiete 

von & in der Nähe der reellen Werthe von & irgend einer der R zusammen- 

hängenden Zweige zugeordnet wird, so stimmt dieses Resultat mit dem- 

jenigen überein, welches entsteht, wenn in dem ursprünglichen Ausdrucke 


2niR 
0x : “ \ LP . . < > . 
“ # 9.(y,8,&) an Stelle von 5 die Variable Ge " tritt.) 
Um’ 
[. Es ist gemäss Abh. Bd. 115 No. 5 ein Typus im Bereiche s regu- 
lärer Difterentialausdrücke folgender: 


Y IFz) . am . y s 5 . 
Der Coeffieient von un (y,s,x) sei durch p, bezeichnet, 
dx" ıL\ \ 
ya) = (r—a,), (2 —0,)... (© —a,), WO a,, a, bis a, unter einander verschieden 
/ u) \e 1/% ( > ... \® , PFR) 19 2 > 4 c DU 


sind. Dann hat p, die Form 


Aula) "+ Anla)s "++ Anol®) 
(4 (x))' 


wo die A(x) ganze rationale Funetionen von x 


(4.) „= 


, über deren Grad Folgendes 


2 \ ® Ye . 1 . u . . . 
gilt. In der Gleichung für s sei 2 = , gesetzt; dann sei Z/ die niedrigste 


positive ganze Zahl, so dass wenn die Gleichung mit 2° multiplieirt und 
!s = s gesetzt wird, die Gleichung für s' ganze rationale Funetionen von t 
zu Üoefficienten hat. Dann soll in (1.) der Grad von A,,(z) &'® @%=1, ..., 0) 
gleich oder kleiner als (<—1)a sein. (Steht an Stelle von (x) 1, so ver- 
schwinden die A(x)). 

Dass dieser Differentialausdruck ein im Bereiche s regulärer ist, 
ergiebt sich aus Abh. Bd. 115 No.5 ©.). (In den dort vorkommenden 
Grössen « = uf, v =of, w =wf können statt der Exponenten Ah, k, I ent- 
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sprechend dem vorhin in Bezug auf s = st’ Gesagten niedrigere Zahlen 

genommen werden.) — Für die Regularität eines Differentialausdruckes 

F,(y,s, x) bei dem einzelnen singulären Punkte @ im Endlichen oder bei 

z=%x, wos =f's in Betracht kommt, ist nämlich immer folgende Bedingung 

. . RE H.(s, x dr, ’ 

hinreichend: Der Coeffiecient p, = Pr 2 von ’ wo H,(s, x) und K,(x) 
al? 021 wi 


ganze rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen ohne gemeinsamen 
T'heiler in x sind, enthält im Nenner den Faetor e—« höchstens in der a-ten 
Potenz; bei e= x, wenn die rationale Function von x, welche in p, den 
Coefficienten von s’”* bildet, ZL,(&) ist, soll Z, (x) = den Grad des Zählers 
wenigstens um a niedriger haben, als den des Nenners. 

II. Es soll jetzt untersucht werden, in wiefern der Ausdruck (1. 


oh BR i i i 2 Tr Br 
r Bun in einem im Bereiche s regulären Differential- 
ur n . 


ausdrucke nothwendig ist. Dieser Coeffieient p, in einem im Bereiche s 


des Coeffieienten p, von 


regulären Differentialausdrucke F,(y, s, 2) sei auf die Form 


/ 


7 \ H (x ge-! 1 H (x )s” : Here H fa 

(2.) pP: — 1 r4 a\ / J 

. h(®) 

gebracht, wo die ganzen rationalen Ausdrücke H(r) mit dem ganzen rationalen 
Ausdruck K(x) keinen gemeinsamen Theiler haben. 


\ Ä 
f } 
4 


) Ein Punkt, in dem K(z)=0 ist, sei ein Punkt «, in dem die 
Diseriminante der Gleichung von s nicht verschwindet. Es werden die o 
bei diesem Punkte einwerthigen und in a alle unter einander verschiedenen 
Entwickelungen von s eingesetzt. Wenn nun z—a im Nenner K(x) in 
höherer als a-ter Potenz vorkäme, so müsste die Gleichung 
3.) H,(a)s’""+H,(a)s’"+---+ H,(a) = 0 

für die o in « verschiedenen Werthe s erfüllt sein, was nicht möglich ist. 
Der Factor z—a darf also in dem Nenner von p, höchstens in a-ter Potenz 
vorkommen. 

3) Ein Punkt, in dem K(r)=V0 ist, sei ein Punkt d, in dem die 
Diseriminante der Gleichung von s verschwindet. 

Die Funetion s habe bei diesem Punkte die in No. 1 II. B) 3° 
bezeichnete Eigenschaft. 

Es sei K(x) = (2-b) K(x), wo Kb) von Null verschieden: daher 


30, (2—b)' 


| Ü 


(4.) in 


Den F hr \r— 1 
hi (7) (r—b) (2—b 
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Wird 
(9.) H, (b)s"'"+H,(b)s’—°’+--- + H, (b) — k (8) 
gesetzt, so erhält der Zähler in (2.) den Ausdruck 


1 O+@-DMG, a), 
‘6. 2 
| |M(s,2)=L(e)s"+L(e)s®’”+-.+L,_,(e), 
wo die L(x) ganze rationale Funetionen von x. Der Ausdruck (2.) erhält 
dadureh die Darstellung 
a) Ha + MG, 2)) FE 0,@-b)"+CHL,a)} 
wu. (2—b)' (@—b)’ 1 \ 2 > u Ye a At 
Nun wird wie in No. 1 Il.) B) %) verfahren. Bei einem R-blättrigen 
u I 
Windungspunkte (RZ 1) wird (2—b)”" ={ gesetzt, s= 2c,{. Die Ent- 
be nn 0) 
wiekelung von &(s) sei &y,C'. Dann können aus (7.) Potenzen von 
mit den Exponenten rR, rR—1 bis rR—R+]1 nur aus dem Ausdrucke 
e On net trade) 


\ FrR 
> 
hervorgehen. Es ergiebt sich nun, wie in No. 1 (10.), (11.), (12.), dass 
die Grössen 7, 7ı bis Y%_, nicht bei jedem Windungspunkte Null sein 
können, weil sonst die Constanten H,(b) bis H,(b) in (5.) alle verschwinden 
müssten. 

Nun soll bei den Coeffieienten p, bis p,, zuerst in p, der Exponent r 
in (4.) höher als } sein. Aus (8.) folgt, dass es jedenfalls eine Entwiekelung 
von s giebt, bei welcher der von Z abhängende Üoefficient p, in wenigstens 
(kh+-MD)R—R+1=(hR+1)-ter Ordnung für {= 0 unendlich wird, während 
die vorhergehenden p, A = 1,....a— 1) höchstens in AR-ter Ordnung unendlich 


werden. Wird dann F,(y, s, x) = (52) @,(y, s, &) gesetzt und der Coefficient 


lie ME ’ : i : 

von 75 “in @, durch qg, bezeichnet, so ergiebt sich aus der Darstellung 
/ Ze 

von @,„(y,s,&) Abh. Bd. 115 No. 5 (5.), dass bei dieser Entwickelung von s 


q, in höherer als A-ter Ordnung unendlich wird. 


Wenn also bei dem Punkte 5 die Funetion s die in No. 1 II. B) ?) 
bezeichnete Eigenschaft hat, so kann in F,„(y, s, x) der Coefficient p, (2.) 
dr y 


Wr im Nenner den Factor z—b höchstens in a-ter Potenz enthalten. 
5 ee 
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C) p, (2.) beize=x. 


/dx 


7 . l y \ I / ! ja 
is wird 2 = ri F,(y; s,T) = (72) F\) y,s,i),si=s (8. I.) Vesetzt. 


. Y. y . ’ . . 
Der Coefficient von ” in F', sei durch p/ bezeichnet. Bei £= 0 habe 


d 
dim-a " 

die Function s' die Beschaffenheit, dass entweder ihre o Werthe für t= 0 
unter einander verschieden sind, oder dieselbe sei von der in No. 1 11. B) > 
bezeichneten Eigenschaft. Es ergiebt sich dann wie in A) und B) nachdem 
aus Zähler und Nenner von p, der gemeinsame Theiler in £ weggehoben 
ist, dass der Factor £ in dem Nenner höchstens in a-ter Potenz vorkommen 
kann. Aus dem Ausdrucke von F,, (Abh. Bd. 96 No. 1 III) folgt dam 
successive für die Coeffieienten in F,,, dass nothwendig in dem Ausdrucke 
von p, (2.) der Grad von H;(«) x" wenigstens um a niedriger ist, als der 
Grad von K(z). 

D) Aus den Untersuchungen in A), B), ©) hat sich für F,y,s, x 
ergeben, damit F, bei dem einzelnen singulären Punkte « von F, im 
Endlichen oder bei ze=x, wo Ss =sf' (8. I.) in Betracht kommt, regulär sei, 
ist nachstehende Bedingung in folgenden Fällen nothwendig und hinreichend. 
In den Fällen, erstens, wenn bei diesem Punkte die o Werthe von s bez. s’ unter 
einander verschieden sind, zweitens, wo dieselben nicht alle unter einandı 
verschieden sind, wenn bei diesem Punkte s bez. s die in No. 1 Il. B) > 
angegebene Beschaffenheit hat, ist diese Bedingung folgende. Der Coethieient 
p, (2.) darf im Nenner den Factor e—« höchstens in a-ter Potenz ent- 


?.) 


halten und bei 2=x, der Grad von H,(z)«' In p, muss wenigstens 
um a niedriger sein, als der Grad von K(e). 
i . ‚ or le 

Die Form (1.) des Üoefficienten p, von jr, In einem im Bereiche 
s regulären Differentialausdrucke ist also jedenfalls dann nothwendig, wenn 
die algebraische Function s an den Stellen, wo die Diseriminante der 
Gleichung von s verschwindet, die Beschaffenheit, die in No. 1 Il. B) 3 
angegeben ist, hat, und wenn bei @e=x, wo s =s/ (8. |.) eintritt, s' die 
Eigenschaft hat, dass entweder die o Werthe von s in = unter einander 
verschieden sind, oder falls dieses nicht stattfindet, dass s bei t=0 die in 
No. 1 11. B) %) angegebene Eigenschaft hat. Diese Bedingung für s ist 
erfüllt bei 


(9) ”—P(a)=0. 
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wo P(z) ein Polynom von x n-ten Grades ist, P(x) = 0 keine mehrfachen 
Wurzeln besitzt, wenn /o=n oder /o=n+-1; also immer in dem Falle 


(10.) s°—-P(e)=0. 


III. Der Typus in I. ist bei jeder beliebigen algebraischen Funetion 
s hinreichend für die Regularität vom F,(y, s, x). 

Es giebt aber Functionen s, bei denen noch andere im Bereiche s reguläre 
Differentialausdrücke vorkommen. Die Abänderung besteht gemäss II. A) bei 
singulären Punkten von F,, in denen die Diseriminante der Gleichung von 
s verschwindet, oder bei e=x. Ein Punkt, in dem die Diseriminante 
verschwindet, sei z2=b. Es soll ein im Bereiche s regulärer Differential- 


is u Ze 
ausdruck gebildet werden, bei dem der Coefficient p, (2.) von I im 


Nenner K(x) den Faetor 2—-b in höherer als a-ter Potenz enthält- Dieses 
wird erreicht, wenn z. B. in der algebraischen Function s, deren Gleichung 
o-ten Grades ist, bei b ein o-blättriger Windungspunkt sieh findet und die 
Entwiekelung von s mit («—b) ° beginnt, wo z und o relative Primzahlen 
sind und z>1 ist. Tritt in dem Zähler von p, der Factor AS 0-—]) 


ie: 4 y 
heraus und ist — >>1, so darf im Nenner von p, der Factor (e—b)’ vor- 


107 


kommen. Bei den übrigen singulären Punkten im Endlichen und 2=x 





kann dann die in I. angegebene Bedingung, welche für die Kegularität an 
dem einzelnen Punkte immer hinreichend ist, erfüllt werden. Oder allgemeiner, 
M,.(e, $) 
N,(x) 
vebildet, wo M,(z,s) und N,(z) ganze rationale Ausdrücke der eingehenden 


es werde rational aus x und s eine ganze algebraische Funetion 


Variablen ohne gemeinsamen T’heiler in x sind, M, in Bezug auf s höchstens 
(o—1)-ten Grades, N,(x) von höherem als nulltem Grade. N,(x) verschwinde 
für die verschiedenen Punkte a,, a, bis a,. Es sei y(z)=(2-a,) (2—-a,)... (2—a,) 
und z2(2) ein Polynom von x, so dass 2(@)=0 nur einfache Wurzeln 
besitzt, die von a, bis a, verschieden sind. Dann wird der Üoeffieient p, 


“ u 
von der 
11) "x M,(x, s) 
iii; „so N,.(a)(yı(z))" (Xi (e))" 


gesetzt. Der auf diese Weise gebildete Differentialausdruck F,,(y, s, x) ist 


m 


auch bei jedem singulären Punkte im Endlichen regulär, da bei einem 
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Punkte «@, in welchem N, (x) = 0, wenn bei jedem AR-blättrigen Windungs- 


1 
- > (a . M, (x, $) . , 
punkte (RZ1) (2-e)” ={ gesetzt wird, der Ausdruck N (z, eine Ent- 


wiekelung der Form &c,ö' hat. Damit der Differentialausdruck bei 2 = x 


0 


regulär bleibt, ist (vgl. I.) der Grad von y,(z) entsprechend hoch zu wählen, 


IV. In irgend einem im Bereiche s regulären Differentialausdrucke 


. Ä s gr gd. , - 
m-ter Ordnung sei q der Coeffieient von rt e/ = —<y, Ist F,y,s,2)=0 
eine Differentialgleichung mit im Bereiche s regulärem Differentialausdrucke, 


so auch VF 


m 


(V'y,s,2)=0, wie aus den Integralen hervorgeht. 


V. Ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdruck 


F,=42F,(2"y,s,2) (No.11Il), der im determinirenden Factor oder im 


zugehörigen regulären Ausdruck s enthält, kann als Üoeffieienten nicht 
rationale Functionen von z allein haben. (Dieses ist, wenn der zugehörige 


reguläre Ausdruck dem Typus in I. angehört, unmittelbar aus dem Üoeffieienten 


m—] 
j | Yy: $  ansiahälin ‘ OF (O0-! RE en, 4 i 
von 7m IM F, ersichtlich) Aus 2F,(2”"'y,s,2)=F,(,z), wo F, in & 
rationale Coeffieienten enthielte, folgt F,(y,s,2)= +2 "'F,((2y,x). Der Coefhi- 
u 
da! 


rationale Function von x. Bei einem AR-blättrigen Windungspunkte (R — 1’ 


eient von in (2'F,(2y, ©) ist mg(s,2)-+f(z), g(s, x) aus No.1 1, f(x) eine 


1 


Fr ie ee. , u 

ins z=a wird (e—-eo)“ ={ gesetzt, (TF,(42y, x) = (7 G„(y,8,6); der 
aiaire de! . ‚ en h 
Coeffieient von ’ nach Formel Abh. Bd. 115 No. 5 (5... Nun ergiebt 


dgw-! 
sich aus No. 1 Il, wenn in g(s,x) bei einem Punkte im Endlichen s vor- 
kommt, dass wenigstens bei einer Entwickelung von s der Coeffieient von 


dig , 
’ıin@ 


rin m 
g(s,x) nur den Theil No. 1 (6.) enthalten. f(x) = fi(z)+ f(x), wo f(x) der 
echt gebrochene Theil von f(x). 9(s,2)+fı(z) bleibt bei e=x nicht 


1 


in höherer als der 1-ten Ordnung unendlich wird. Also dürfte 


. 1 > “ . . j' .ıys 
endlich (No.111.C); x = 7 "=£(RzZ]1). Dann wird wieder der Coeffi- 
. de =!y m r e n 2 . .. 1 
cient von ,;,_, wenigstens bei einer Entwickelung von s in höherer als der 

em 


l-ten Ordnung unendlich. 
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3. 
Systeme verallgemeinerter im Bereiche einer algebraischen Function normaler Differentialausdrücke. 

I. Zunächst wird auf die allgemeinen Eigenschaften von homogenen 
linearen Differentialausdrücken, welche rational die unabhängige Variable x 
und die irreduetible algebraische Function s in den Coefficienten der Difte- 
rentialquotienten enthalten, hingewiesen, die in Abh. Bd. 122 No.11 aı- 
gegeben sind. 

Wenn in zwei homogenen linearen Differentialgleichungen, die x und 
s rational in den Coefficienten enthalten, die Integrale bei einem Zweige 
von s linearunabhängig sind, so bei jedem Zweige. In Bezug auf die Her- 
stellung der homogenen linearen Differentialgleichung, welche die Integrale, 
die zwei solchen Differentialgleichungen gemeinsam sind, enthält, und in 
Bezug auf die Vereinigung der linearunabhängigen Integrale von zwei linearen 
Difterentialgleichungen in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
siehe die |. e. gemachten Angaben. Der homogene lineare Differentialaus- 
druck F,(y, s, x), der x und s rational in den Coefficienten enthält mit dem 
Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1, wobei s auch fehlen darf, 
und der durch ein System 


1.) p(y,5,2) = Yı, v(Yı, 8, %) 
darstellbar ist, worin g und w homogene lineare Differentialausdrücke höherer 
als nullter Ordnung sind mit in x und s rationalen Coefficienten und dem 
Coetfieienten der höchsten Ableitung gleich 1, wobei s auch fehlen darf, 
heisst in dem Bereiche s zerlegbar; demnach, wenn F, nicht durch ein System 
wie (1.) darstellbar ist, so heisst der Differentialausdruck in dem Bereiche s 
unzerlegbar. 

Ein homogener linearer Differentialausdruck, dessen Coefficienten rationale 
Functionen von x allein sind, kann unzerlegbar sein, so lange nur rationale 
Functionen von x als Coefficienten in Betracht kommen, während derselbe im 
Bereiche einer algebraischen Function s zerlegbar wird. 

Um einen solchen Differentialausdruck zu bilden, wird eine homogene 
lineare Difterentialgleichung erster Ordnung mit in x und s rationalen Öoeffi- 
cienten F,(y,s, 2) = 0 genommen, worin s und demnach der Coefficient von y 
eine zweiwerthige algebraische Function ist. Dieselbe hat zwei linear un- 
abhängige Integrale, demnach ist die Connexdifferentialgleichung derselben 
(vergl. Abh. Bd. 122 No.3 IV) P(y, 2)= 0 zweiter Ordnung. Der Differential- 
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ausdruck P(y, x) sei zerlegbar in das System 


(2.) (y2)=y, WW ®), 
wo f und g homogene lineare Differentialausdrücke erster Ordnung mit in x 
rationalen Coeffieienten sind. Solche Ausdrücke sind immer normale Diffe- 
rentialausdrücke. Dann muss nach Satz Abh. Bd. 122 No. 1 III F,(y, s, x) 
ein im Bereiche s normaler Differentialausdruck sein, d.h. F,(y,s, x) lässt sich 
auf die Form bringen e”F,(e "y,s, x), wo W eine rationale Funetion von x 
F,(y,s, x) ein im Bereiche s regnlärer Differentialausdruek ist. Wird nun 
für F,(y,s, x) ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialaus- 
druck (No. 1III) genommen, dessen determinirender Faetor [2 die Grüsse s 
thatsächlieh enthält (vergl. No.2 V.), so kann, da F,(y,s, x) nur auf eine 
Weise die Form eines verallgemeinerten im Bereiche s normalen Differential- 
ausdruckes annimmt, P(y, x) nicht durch das System (2.) zerlegbar sein. 
Dagegen ist ?(y, x) durch das System (1.) darstellbar, dessen erster Bestand- 
theil F,(y, s, x) ist. 
Il. Der Ausdruck 


Pe #: a E77 u RU s 7 

(3.) WS) 4, Ay sr) = Nr on Sy 5 
wo f, (y,s,2) r=0,...,! ein homogener linearer Differentialausdruck a,-ter 
Ordnung mit in x und s rationalen Coefficienten, wobei s auch fehlen darf, 


heisst ein System solcher Ausdrücke, f, (r =0,...D), wo +1 —1 ist, heissen 
die Bestandtheile des Systems. 

Zwei verallgemeinerte im Bereiche s normale Differentialausdrücke (No. 1 III 
werden ähnlich genannt, wenn dieselben im Bereiche s unzerlegbar, von 
derselben Ordnung und demselben determinirenden Factor sind, und wenn 
die zugehörigen in dem Bereiche s regulären Differentialausdrücke gleich 
Null gesetzt, Differentialgleichungen liefern, bei denen in jedem Punkte 


— bei einem R-blättrigen Windungspunkte von s (RZ1) bei e=« nach 


PL 
1 


x nn u s 1 
Substitution von (r—ea)" ={, entsprechend bei r=x, wo r= 7 gesetzt 


wird — die Wurzeln der Exponentengleichung der einen sich mit den 
Wurzeln derjenigen der anderen so paaren lassen, dass die Wurzeln in 
jedem Paare sich höchstens um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Zwei Systeme verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential- 
ausdrücke heissen ähnlich, wenn dieselben gleich viele Bestandtheile ent- 
halten und die Bestandtheile von derselben Stelle ähnlich sind. 

11* 
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Es besteht der Satz (vergl. Abh. Bd. 122 No.11IBb): 


Wenn ein in dem Bereiche s regulärer Differentialausdruck durch 
ein System (3.) darstellbar ist, so müssen die Bestandtheile im Bereiche s 
regulär sein. Daraus folgt, wenn ein verallgemeinerter im Bereiche s nor- 
maler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor 2 durch ein 
System (3.) darstellbar ist, so müssen die Bestandtheile verallgemeinerte im 
Bereiche s normale Differentialausdrücke mit demselben determinirenden 
Factor £2 sein. 

Die Sätze, welche in Abh. Bd. 96 No. (ursprünglich in Abh. Bd. 83 No.7) 
in Bezug auf Systeme normaler Differentialausdrücke gegeben sind, und die 
zugehörigen Beweise lassen sich auf Systeme verallgemeinerter im Bereiche s 
normaler Differentialausdrücke übertragen. 

Diese Uebertragung jener Sätze entspricht derjenigen Uebertragung 
derselben, welche in Abh. Bd. 96 No. 9 auf Systeme bei einem Punkte nor- 
maler Differentialausdrücke, in Abh. Bd. 121 No.5 auf Systeme normaler 
Klementardifferentialausdrücke und in Abh. Bd. 122 No. 1 Il. B. b) auf Systeme 
im Bereiche s normaler Differentialausdrücke stattgefunden hat. 

is werden zunächst die den beiden Hülfssätzen in Abh. Bd. 96 No.811.A. 
entsprechenden Sätze durch das den dort angegebenen Beweisen entsprechende 
Verfahren hergeleitet. Nachdem diese beiden Sätze bewiesen sind, werden 
die in Abh. Bd. 96 No. 811 gegebenen Sätze mit Beweisen übertragen (vergl. 
Abh. Bd. 122 No. 111. B.b). 

Für das Folgende werden nachstehende Sätze angeführt: 

A) Ein homogener linearer Differentialausdruck F,(y, s, x) sei durch 


ein System P,(Yy,s,2)=Yı. F,-x(yı,s, 2) darstellbar, wo die Differential- 
ausdrücke 2?,. F,_,„ s und x rational in den Coefficienten enthalten. DZ, sei 
ein System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke, 
dieselben können als unzerlegbar vorausgesetzt werden, F 


in 


y„ sei entweder 
nullter Ordnung oder F,_, nieht durch ein System (3.) darstellbar, an dessen 
Spitze ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdruck 
steht. Enthält F,=0 die Integrale von v=0, wo w ein unzerlegbarer 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdruck ist, so ist 2, 
auch dureh ein solches System verallgemeinerter im Bereiche s normaler 
Ditferentialausdrücke darstellbar, an dessen Spitze w steht, und hierauf folgt 
ein System ähnlich dem ursprünglichen Systeme für ?,, nachdem aus dem- 
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selben ein bestimmter w ähnlicher Bestandtheil herausgenommen ist. (Ent- 
spricht Abh. Bd. 96 No.8 II B.a.) 


B) Ein homogener linearer Differentialausdruck F,(y,s, x) sei durch 
ein System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke 
darstellbar. Enthält F„=0 die Integrale von w=(, wo w ein im Bereiche 
s unzerlegbarer Differentialausdruck ist, so ist w ein verallgemeinerter im 
Bereiche s normaler Differentialausdruck. (Entspricht Abh. Bd. 96 No.8 II. B e.) 

C) P„y,s,x) und P,(y,s,x) seien Systeme unzerlegbarer verall- 
gemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke und m-ter bez. n-ter 
Ordnung, die Integrale von ?2,=0 und 7, =0 bei einem Zweige von s 
und daher bei jedem seien linearunabhängig. Diese Integrale werden in 
einer homogenen linearen Differentialgleichung vereinigt, deren Differential- 
ausdruck ist PP, (y,s, 2) =yı. w,(y,,s, x). Hier ist w, ein 7, ähnliches System 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke. (Entspricht 
Abh. Bd. 96 No.8 11 Ca.) 


D) 2,(y,s,x) und 7,(y,s, x) seien Systeme verallgemeinerter im 
Bereiche s normaler Differentialausdrücke, deren Bestandtheile als unzerlegbar 
vorausgesetzt. Wenn dann nicht ein Bestandtheil von 2, einem von 7 
ähnlich ist, so sind die Integrale von 2, =0 und 7, =0 bei demselben 


n 


©, (Entspricht Abh. Bd. 96 No. 8 II. Da. 


Zweige von s linearunabhängi; 

Ill. Die Definition der ecanonischen Form eines homogenen linearen 
Differentialausdruckes, die in Abh. Bd. 96 No. 10 für einen solchen mit 
rationalen Funetionen von z als Üoefficienten gegeben ist, bleibt ebenfalls 
unverändert, wenn die Coeffieienten rational x und s enthalten und verall- 
gemeinerte im Bereiche s normale Differentialausdrücke in Betracht kommen. 

Wenn die Connexdifferentialgleichung einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit in x und s rationalen Coeffieienten einen Ditfe- 
rentialausdruck hat, der durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist, so ist der Differentialausdruck der ursprünglichen Differential- 
gleichung durch ein System im Bereiche s normaler Differentialausdrücke 
darstellbar (Abh. Bd. 122 No. 1 Ill). Enthält nun der Differentialausdruck 
dieser Connexdifferentialgleichung mehrere canonische Bestandtheile (ein 
solcher Ausdruck ist in Abh. Bd. 121 No. 3 gebildet), so muss auch der 
Differentialausdruck der ursprünglichen Differentialgleichung mehrere 


eanonische Bestandtheile enthalten. 
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IV. Auch die in Abh. Bd. 96 No. 8 III. aufgestellten Sätze über 
reeiproke Differentialausdrücke mit Beweisen lassen sich übertragen. 


Man kann auch entsprechend dem in Abh. Bd. 122 No. II.C) Ge- 
sagten verallgemeinerte in dem Bereiche s bei einem Punkte x normale 
Differentialausdrücke definiren und die Sätze Abh. Bd. 96 No. 9 1., II. A) über- 
tragen. 

V. Gleiehfalls behält der in Abh. Bd. 122 No. 2 IV.B) angegebene 
Satz mit Beweis seine Gültigkeit: Eine homogene lineare Differential- 
gleichung m-ter Ordnung sei eine solche, in welcher ein System verall- 
semeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke gleich Null gesetzt 
ist. Aus dem Integrale derselben und seinen m—1 ersten Ableitungen wird 
homogen und linear mit Coefficienten, welche rationale Functionen von x 
und s von der l.e. angegebenen Bedingung sind, ein Differentialausdruck 
gebildet. Dieser ist das Integral einer homogenen linearen Differential- 
sleichung m-ter Ordnung, deren Differentialausdruck durch ein System ver- 


cegeben wird. 


allgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke g 


4. 

Allgemeine Eigenschaft der im Bereiche einer algebraischen Funetion regulären Differentialausdrücke. 

Es soll die allgemeine Eigenschaft eines im Bereiche der algebraischen 
Funetion s regulären Differentialausdruckes, welche Form derselbe nach 
No. 2 auch haben möge, nachgewiesen werden, dass die Summe der Wurzeln 
aller Exponentengleichungen bei den singulären Punkten im Endliehen und 
Unendlichen ganzzahlig ist; diese ganze Zahl wird zugleich bestimmt. 

Wenn die Coefficienten in dem Differentialausdrucke F,,(y, s, x,) mit 
H(s, x) 
K(x) 
gebracht sind, wo H und K ganze rationale Functionen der eingehenden 


dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 auf die Form 


Variablen ohne gemeinsamen Theiler in z sind, so sind die singulären 
Punkte von F,,(y, s, x) diejenigen, in denen die Nenner K(x) in den Coefficienten 
verschwinden, die Punkte, in denen die Diseriminante der Gleichung von s 


de-iy  . 
verschwindet und der Punkt = x. Der Coefficient von a sei durch 
p,(s, x) bezeichnet, die Gleichung für s ist o-ten Grades, so ist 


(1.) pı(S, €) rn [RC DT au ud PIC DT Ka aa u AIG DF 


wo die f(x) rationale Funetionen von x sind. Die Summe der gleich hohen 
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Potenzen der o Zweige von s,s,( =], ..., 0), Es; = M,(x) ergiebt sich ver- 
mittelst der Gleichung von s als ganze rationale Funetion von =. Daher 
wird 
u 
2) 2962) = ld, dHDIM. + +,le) 
eine rationale Function von x. Es sei 
i 
(3.) = pı (Si; 2) = 


esetzt, wo die ganzen rationalen Functionen M(z) und N(x) keinen gemein- 
1 


samen Theiler haben. (Wird gemäss No. 2 vor I (x-eo)* =Z gesetzt. so 


\(x) 


0’ 
o 


besteht immer eine und dieselbe Exponentengleichung bei {= 0). Nun soll 
F,(y,s, x) ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck sein (No. 2). 


A) 


I. A) Die singulären Punkte von F,(y,s, x) im Endlichen, in denen 
die Diseriminante der Gleichung von s nicht verschwindet, seien durch a, 
diejenigen, in denen dieselbe verschwindet, durch 5 bezeichnet. 

o) In einem singulären Punkte z=a sind die o Werthe von s unter 
einander verschieden, jeder Zweig s, (A =]1,..., 0) ist bei diesem Punkte eine 
einwerthige Function. Wegen der Regularität von F,(y,s, x) darf p,(s,. x) 


in e=a höchstens in erster Ordnung unendlich werden, dasselbe findet also 
auch für $p,(s,, x) statt. 
1 


P) Bei einem singulären Punkte z=b; in demselben können auch 
rationale Funetionen f(x) in (1.) unendlich werden. 

Wenn beix=b ein Zweig s, von s eine einwerthige Function ist, so wird 
pı($;, ©) höchstens in erster Ordnung in e=b unendlich. Es möge nun eine 
bei e=b R-werthige Function R Zweige von s enthalten, R>1. Dann 

1 


: . u EN - a 
wird (2—-b)" ={ gesetzt, F,(y, s, 2) = 15) @m(y 8,5). Der Üoefticient 
u > \ a ’ u ze 
von en In Gu, derselbe sei durch g, bezeichnet, ist (Abh. Bd. 115 No. 5 
s 
(4)., (5.)) 
.. u 
l |m(m—1) | 
f BR / \4 -R 
(4.) dı = el > + > Pı[“ 


q,, in welchem die Entwiekelung von s nach Potenzen von { mit positiven 
ganzzahligen Exponenten steht, darf höchstens in erster Ordnung für T=V0 
unendlich werden. q,5 hat daher eine Entwickelung der Form 


N <. u. NE 
(9.) dı> = ku+2 k,{ . 
1 
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1 
Hier wird für © wieder (e—b)” gesetzt, und so ergiebt sich aus (4.) für p, die 
Entwickelung 


(6.) Pı(8, €) = Tr en (R— )+M+2 k, (5° j 


1 
Aus der Entwiekelung von s nach Potenzen von &= (z—b)“ gehen die R 


1 R’ 
2ni 


Zweige hervor, wenn (e—-b)*e *(R=0,.., R-1) für & gesetzt wird, da- 
her erfolgt aus (6.) 

vr > 1 (m(m—1 ca . 

a) Erd) R-VDiht+ Ihre) 
Im ganzen ergiebt sich also bei e=b, dass Fp,(s,,x) in ze=b höchstens 

1 
in erster Ordnung unendlich wird. 
B) Bei dem Punkte = x. 


dt 


n \ 1 ur ’ 
Es wird <= „ gesetzt, F,.(y, s, 2) = (7) F„(y,s,&). Der Coeffi- 


ar-!y 
din-i 

(8.) EP (8, 2)},_,ı = m(m— 1)—tp,(s, d). 
s ist gleich x’s' gemäss No.21. 


eient von in F/, sei p,. Dann ist 


«) Eine bei {= 0 einwerthige Function von £ sei ein Zweig s, von s‘. 
p,(Es;,t) wird in £=0 wegen der Regularität von F,(y,s,x) bei 
z =» höchstens in erster Ordnung unendlich. Daher hat tp,(s,t) eine 
Entwiekelung der Form z c,t', also zp,(s,, x) bei e=& eine Entwickelung 


I 
‚» Y . v .' En 
der Form Ik e2”". 


0 


P) Eine bei £2=0 R-werthige Function von t enthalte R Zweige von s. 


1 — mM 
Es wird 1% = gesetzt, F',(y, sl = (5) G/,(,s,O. Der Coeffi- 


m—]1 
eient von nn in @, sei durch g, bezeichnet. Derselbe wird 
a 1 (m(m— 1 ' 
9.) 1=7 | - ’A-R)+REp|: 


gq,, in welchem die Entwickelung von s nach Potenzen von & mit positiven 
ganzzahligen Exponenten steht, wird höchstens in erster Ordnung unendlich, 
Daher hat q,5 eine Entwickelung der Form 


7 ' Ey %ı 
(10.) q6 = kt 2 hc. 
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Wenn & durch £* ersetzt wird, so folgt aus (9.): 
RE 1 (m(m— 1 © „| 
Demnach ergiebt sich aus (8.) 
(12.) zp.(, 2) = mm-1)- , "ZU (R-1)+h+ & ha |, 
Aus (12.) erhält man bei den ? Zweigen s, von s, die in dem A-blättrigen 


Windungspunkte zusammenhängen, die Entwickelung von xp, (s,, 2), wenn 
l R’ 1 
- 2ns — = ’ i 

te *(R=(0,.... R—1) an Stelle von =“ gesetzt wird. Daraus folgt dann 


(13) Zapıl,2) = Rmm-1) 1" I (R-V+h+ Shua"! 


m (m 
> 


Im ganzen ergiebt sich aus «) und P), dass Ip, (s,, x) bei 2= © eine Ent- 
l 


um 


} 1 
wickelung der Form PL. hat. 


0 
C) Aus A) und B) folgt durch Partialbruchzerlegung der rationalen 
Funetion (3.) die Darstellung 


(14.) 


5 (,2)= 2 - 
= Pı\ MIT rs 


wo c, die sämmtlichen singulären Punkte von F,@,s,2)=0 im Endlichen 
sind, die «, Constanten. Daraus ergiebt sich 


- a | | u | 
(15.)  Z1i(@-c,) 2 Pı(S,®)|,_ v2 Pı(S;, x) |, N, 0. 
Il. In der Relation (15.) werden nun die einzelnen Theile vermittelst 
der Summen der Wurzeln der Exponentengleichungen ausgedrückt. 
Wenn in der Difterentialgleichung 


d" de-! 
(16.) tm) tt pnla)y = 0 


de" dam! 
die Coefficienten p bei einem Punkte x = e einwerthig und abgesehen von 
2 = ce stetig sind, und p,(z) höchstens in a-ter Ordnung in e unendlich wird, 
so ist die Exponentengleichung bei 2 = ec 
17) | r(r—1)...(r—m+1)+l(@- e)p,).-.r(r—1) ...(r—m+2)+--- 
+H@-9"p.).-. = 0. 
Für die Summe S der Wurzeln dieser Gleichung erhält man also 


(18.) (e-)p).. mt =-8 
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A) «) Bei einem Punkte a, in I.A)«) und einem Zweige s, sei die 
Summe der Wurzeln der Exponentengleichung durch S,, bezeichnet, so er- 
giebt sich bei diesem Punkte 

| 4 | m(m—1) 4 
(19.) (2 —-4,) zpı(i, T)|,-., = (0 > = S.;- 


P) Bei einem Punkte 5b, in I. A) ?) und einer einwerthigen Funetion 


s; und S als Summe der Wurzeln der Exponentengleichung besteht 


ii 
(20.) ab) De 8. 


Bei demselben Punkte und einer AR-werthigen Function, welche AR 
Zweige s, enthält, (R >1) ergiebt sich Folgendes: 
Die Summe der Wurzeln der Exponentengleichung in @,(y, s,{) sei 


u .: dig, . 
durch T bezeichnet. Dann ist, wenn g, der Üoefficient von ’ in G, ist, 


ande 
” | —] m 
(21.) 6 
Aus (7.) folgt weiter 
R —1T) % 
\(@-b,) 2 ps, 2) _, bu er (R-1)+ En. 

(22.) 
m(m—1) . 

= z R-T. 





Dureh Addition der Ausdrücke (20.) und (22.), die sich auf den Punkt b, 
beziehen, erhält man dann bei diesem Punkte 

| 0 (m—1 
(23.) (@-b)Ep (ı, 2), BE N ) _ES-_ST. 


B)o) Beir= ‚t=( erhält man nach I. B)«) bei einer einwerthigen 


Funetion s, als Zweig von s, wenn die Summe der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von F,y, ts’, d) = 0 durch S’ bezeichnet wird 


ee m(m—1) ’ 

(24.) ee IE 
Daraus folgt gemäss ($8.) 

n m(m—] . 

(25.) an rt. 


P) Bei einer R-werthigen Function, welche R-Zweige von s’ enthält 
(R>1), ist nach 1. B) ?), wenn die Summe der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von @,(y,s,&) =0 durch T’ bezeichnet wird, 


En s m(m—1) m 
(26.) | dısc- 0 = > u 1 . 


_ 


WM 
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Ferner folgt aus (13.) 


[| & ) m(m— 
Ep, eo, > Rm(m—1)— > 


(27.) m 


IR-1)-KEg)- 


m (m — 


1) u 
SZ +T. 


—R 





Durch Addition der Ausdrücke (25.) und (27.), die sich auf & = beziehen, 
erhält man bei diesem Punkte 

f ir | m(m — 1) a. 

(28.) Ep @)| s = 0 > +2, +27 . 

C) In die Gleichung (15.) werden nun die Ausdrücke (19.), (23.), 
(28.) eingesetzt, so ergiebt sich das Resultat: 

Die Differentialgleichung F,(y,s, x) = 0, worin F,(y,s, x) ein im 
Bereiche s regulärer Differentialausdruck ist, besitze z singuläre Punkte im 
au Er | ; Ba" ' 
Endliehen. Bei jedem derselben und bei x = oo(2 =, F,= ( 2) F,,) 

( 
seien die Exponentengleichungen aufgestellt, und zwar erstens bei jeder bei 
dem betreffenden Punkte einwerthigen Function als Zweig von s, zweitens 
bei jeder AR-werthigen Function, welche R Zweige von s enthält (R > 1), 
1 | 1 
nachdem bei = ec (2r-c)*={ gesetzt ist (bei 2 = z I" ={[). Die Summe 


m(m— 1) 
> 


der Wurzeln aller dieser Exponentengleichungen ist gleich o (2—1). 


Bei einem nicht singulären Punkte im Endlichen ist die Summe der Ex- 
m(m—1) 
_,. 


noch z#' nichtsinguläre Punkte im Endlichen hinzu, so ist die Summe der 


ponentengleichungen bei den o Zweigen von s gleich o Treten also 


Wurzeln der Exponentengleichungen bei #+z Punkten im Endlichen, unter 


m(m— 1) 


denen sich die singulären befinden, und beie=»x gleich 0 , (z+z—]). 


(Vgl. Abh. Bd. 96 $. 262.) 


- 


OD. 
Gruppirung der fundamentalen determinirenden Faetoren und der Wurzeln der zugehörigen 
Exponentengleichungen. 
I. A)a) In dem Differentialausdrucke F,,(y, x), nämlich 


j" d—! 
(1.) a Pi gm + + PnY 


de" 


sollen die Coefficienten p bei dem Punkte x = a einwerthige und abgesehen 
12* 




























02  Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 


von diesem Punkte stetige Functionen von x sein, die für x = a höchstens 
in endlicher Ordnung unendlich werden. Wird e””F,(e”y, x) gesetzt, 


dw s . n s : . 

I, 5 80 sind die Coeffieienten der Differentialquotienten ganze rationale 

dT 

Ausdrücke von z und seinen Ableitungen. w sei gleich Null oder von der 

Form Yc_,(z-a)”"". Wenn alsdann in e””F,(e”y, x) der charakteristische 
1 


Index bei z=a kleiner als die Ordnung m ist, so heisst e” ein fundamen- 
taler determinirender Factor von F,(y,x) bei ze=a. In e”F,(e”y, x) sei 


m—äü 


a d . Ka 
der Coefficient von a durch g, bezeichnet, der charakteristische Index 


gleich A. Die Gleichung 
r(r—1)...(r—(m—h)+1)+ ee (@-a)! {R r(r—1)...(r—(m-—h)+2)+ -- 


+19 2 -ay"- = () 


lan o_ 





ist die zu dem fundamentalen determinirenden Factor gehörende Exponenten- 
gleichung (Abh. Bd. 96 No. 3). 
b) F,(y, x) sei durch das System 


(3.) FW) = Yyı, hYı, ©) 
dargestellt, wo F,_;, fi homogene lineare Differentialausdrücke mit dem 
Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1, deren Coeffieienten bei x = 
einwerthige und abgesehen von diesem Punkte stetige Functionen von x 
sind, die in z=a höchstens in endlicher Ordnung unendlich werden. 


Aus e”"F,(e”y, x) folgt 


(4) e"Fu..(e"y, 2) = yı, e "file" yı,@). 

Es besteht der Satz: Ein fundamentaler determinirender Factor von F,(y, x) 
bei z=a ist auch ein fundamentaler determinirender Factor von wenigstens 
einem der Bestandtheile in (3.) und umgekehrt. Die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von e””F,„_,(e”y, x) und diejenigen der Exponenten- 
gleichung von e”"f,(e”y, x), letztere, nachdem zu denselben eine ganze Zahl 
addirt ist, bilden zusammen die Wurzeln der Exponentengleichung von 
e”" F„(e”y, x). 


. | 4 
Dasselbe gilt bei = x, wo 2=, gesetzt wird. In e" ist dann 


vo = (U oder von der Form Fc,x'. (Abh. Bd. 96 No. 3.) 


ı 











Eee 
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c) Die Anzahl der Wurzeln sämmtlicher zu den fundamentalen deter- 
minirenden Factoren von F,(g, x) bei demselben Punkte = a (bez. x = &) 
gehörenden Exponentengleichungen ist gleich oder kleiner als die Bi m 
(Abh. Bd. 96 No.4 ID. Die Aufsuchung der fundamentalen determinirenden 
Factoren geschieht nach Abh. Bd. 96 No. 41. 

B) Der homogene lineare Differentialausdruck f,,(y, s, x) m-ter Ordnung 
enthalte s und x rational in den Coefficienten, der Coeffiecient der höchsten 
Ableitung sei gleich 1. Es werde der Ausdruck 2”f,(2y, s, x) gebildet, 
Q=ef%»% wo g(s,x) die Form hat, welche in No. 1 III A bestimmt ist. 
9(s, x) sei durch z bezeichnet. 

a) Bei irgend einem Punkte z = « im Endlichen sei eine einwerthige 
Function von x ein Zweig von s. Wird die Entwickelung von s in g(s, x) 
eingesetzt, so sei der Theil von z, der die Potenzen von (2—e)"' mit 


Exponenten — 2 enthält, durch z, bezeichnet (z, = 0, wenn solehe Potenzen 


nicht TEN). der übrige Theil durch z,. e/”“ hat eine Entwiekelung 


der Form (=— oe) 2 c,(2—- a)‘. Daher ist der charakteristische Index bei z=« 
ine Jraz (ef; ns x) derselbe, wie in ef“ „(ef y, s,x). Damit dieser 
dw 


in letzterem Ausdrucke kleiner als die Ordnung m ist, muss also 2, = ,_ 


sein, wo e” ein fundamentaler determinirender Factor von f,(y,s, x) bir=« 
und dieser Entwickelung von s ist. 
Bei =. sei eine R-werthige Function von x (R>]), welche 
1 
Zweige von s enthält. (z—-e)“=L&. Für s wird die Entwickelung nach 
Potenzen von £ mit ae, sanzzahligen Exponenten gesetzt; f,(y, s, x) = 


2 ie ol 
fat 25, “  Alsdann sei wieder der Theil von g(s,x 1: 


= 


72) I (9; 8 s,L), 2=e 


welcher die Potenzen von 7’ mit Exponenten — 2 enthält, durch z, be- 
zeichnet, der übrige durch z,. Damit der charakteristische Index in 
dw 
dd 


fundamentaler determinirender Factor bei {= 0 von g,„(y, s,{) ist. 


27'9,.(2y,s,&) bei {=0 kleiner als m ist, muss 3, = sein. wo e” ein 


b) Beie=x. 


dx ins af ! .. Y r fa %,r) 
m (4, 8, €) =(7) (5,0; s=z's' gemäss No.21I; = e/’*" 


2 . h i e 3 a ‚de 
s sei ein bei 2=0 einwerthiger Zweig. Der Theil von g(s, x Fri AS HED} 


I 
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der die Potenzen von £' mit Exponenten — 2 enthält, sei durch z, bezeichnet, 
der übrige Theil durch 3. Damit in 2”"f,(2y,s,t) der charakteristische 


x . ‚ dw . rc 
Index bei {= 0 kleiner als m ist, muss 3 = q sein, wo e” ein fundamentaler 


determinirender Factor von f,(y,s,) bei t=0 ist. 


R Zweige s’ seien bei £=0 in einer bei {= (0 R-werthigen Function 
1 


R>1 enthalten; *={£. Für s’ wird die Entwickelung nach Potenzen von £ 
; 4 . . di”, 
mit positiven ganzzahligen Exponenten gesetzt; f(y, s, f) -( 31) Gm(Y; 8, S), 


P pe 
Ir (0) „d, 
di 


dt . “ 
2=e . Der Theil von g‘(s, ü) de’ welcher die Potenzen von £”' mit 


Exponenten —2 enthält, sei durch 3, bezeichnet, der übrige durch z,. Damit 
der charakteristische Index in 27"g9,(@2y,s{) bei ©=0 kleiner als m ist, 


w . 
gg sein, wo e” ein fundamentaler determinirender Factor bei {= 0 
von g9,.(9, s, &) ist. 

©) Die homogenen linearen Differentialausdrücke 2,(y, s, x) m-ter 
Ordnung und 7,(y, s, x) n-ter Ordnung enthalten s und x in den Üoeffieienten 


rational, der Coeffiecient der höchsten Ableitung gleich 1. Bei a=.« sei 
1 


ein AR-blättriger Windungspunkt in s; (e-e)" =L. 


muss 3, = 


—n 


nu ax? u 
(9.) P,.; 8, T) .; (7) PH; 5, C), ee ‚(Y; 5, €) = gs (52) v (Y; 5, €). 
Dann geht das System 
(6.) P; (Y; 5, 7) u ;% Pr \Y, 3; €) 


über in 
dt mn u. N m —_ım 
(5 Ip. (9; 5, C) e. Y; (72) ) Un ((@ e, Y, $ öl 


(7.) 
: . gl . Ip\ dx —m MN 
Die Wurzeln der Exponentengleichung von (5) va) 98 C) bei ö=0 


gehen aus denen der Exponentengleichung von w,(y,s, 5) hervor, wenn zu 
diesen eine ganze Zahl, m(R—1), addirt wird. Entsprechend bei = = 


N 


BET 1 
nach Substitution von £ = * 


II. A) Der Differentialausdruck F,(y, s, x) M-ter Ordnung sei durch 
das System darstellbar 
(8.) f..; S, €) N, ACH 5, €) = NY +1 f,(Yı S, €), 
wo f,(ws,®) (r=0,...,!) ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler 
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Differentialausdruck a,-ter Ordnung ist 

(9.) fs, 2) = 2, (Ey 85 2), 
(2, der determinirende Factor, f, (y,s, x) der im Bereiche s reguläre Diffe- 
rentialausdruck. Die Bestandtheile in (8.) können als unzerlegbar voraus- 
gesetzt werden (No. 3 ID. Für jede andere Darstellung von F,(y, s, x) durch 
ein System unzerlegbarer linearer Differentialausdrücke gilt die Beziehung 
zu dem System (8.), dass die Bestandtheile der beiden Systeme sich so paaren 
lassen, dass in einem Paare ähnliche verallgemeinerte im Bereiche s normale 
Differentialausdrücke stehen (No.3 II A)B)). 

Aus (9.) folgt 

(10.) 27,298) = fı(Y 8; €). 

f,.(y, 5; ©) ist ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck. Daher geht 


/,6@ nach 1. B) bei jedem Punkte und jeder Entwiekelung von s 


aus (2,= e: 
ein fundamentaler determinirender Faetor von f,(y,s, x) hervor. Die zu 
diesem fundamentalen determinirenden Factor gehörende Exponentengleichung 
hat den Grad gleich der Ordnung a,. Es giebt daher an dieser Stelle nur 
diesen einen fundamentalen determinirenden Factor von f,(y,s,x) (1. A) e)). 


B) Es folgt aus A) und I. A)b)C): 


Bei irgend einem Punkte z= « sei in F,,(y,s, x) (8.) eine Entwicke- 
1 
lung von s eingesetzt, bei einem R-blättrigen Windungspunkte tritt (@—-e)" ={ 


| 1 
ein (entsprechend bei e=x r= .): 


a) Der determinirende Factor 2, in f,(y,s, x) liefert dort einen und 
nur einen fundamentalen determinirenden Factor von f,(y,s, x). Diejenigen 
fundamentalen determinirenden Factoren der Bestandtheile f, (r=0,...,) 
in (8.), welche unter einander verschieden sind, bilden die fundamentalen 
determinirenden Factoren von F,(y,s, x) an derselben Stelle und bei der- 
selben Entwickelung von s. 

b) Die Wurzeln der zu einem fundamentalen determinirenden Factor 
von F,(y,s, x) gehörenden Exponentengleichung sind abgesehen von zu 
addirenden ganzen Zahlen die Wurzeln der Exponentengleichungen, die zu 
demselben fundamentalen determinirenden Factor in den Bestandtheilen in (8.) 
gehören. (Tritt in e” (IB) an Stelle von { gemäss dem in No. 2 vor 1. 

2nikR 


Gesaeten Ce “ , so bleibt die Exponentengleichung ungeändert.' 
) > o > 
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III. Bei einem vorgelegten linearen Differentialausdrucke F,,(y, s, x) ist 
zu untersuchen, ob dieser sich durch ein System (8.) darstellen lässt. 
Die singulären Punkte von F,(y,s, x) sind, wenn die Coeffieienten 


der Differentialquotienten in F,, auf die Form Hu gebracht werden, wo 


H und K ganze rationale Funetionen der eingehenden Variablen ohne ge- 
meinsamen Theiler in x sind (der Coeffieient der höchsten Ableitung ist gleich 1), 
die Punkte, in denen die Nenner K(z) verschwinden, die Punkte, in 
denen die Diseriminante der Gleichung von s verschwindet, und der Punkt 


z=w. Bei den singulären Punkten und den Entwickelungen von s — bei 
1 


einem AR-blättrigen Windungspunkte bei 2=« tritt (e—o)”"=Z ein, ent- 
1 . ; er 
sprechend = = i bei ze=oo — werden die fundamentalen determinirenden 


Factoren von F,(y,s,c) und die zugehörigen Exponentengleichungen aufgestellt. 
(Abh. Bd. 96 No. 4). Dieses gilt auch, wenn s in F, fehlt (vergl. No. 10); 
alsdann sind, sobald die Zerlegung durch ein System (8.) in Betracht ge- 
zogen wird, die singulären Punkte die vorhin definirten Punkte. 

A) Um den determinirenden Factor 2, in einem Bestandtheile f,, 
in (8.) zu bilden, ist nun in folgender Weise zu verfahren. 

Bei einem nicht singulären Punkte ist in F,(y,s, x) bei jeder Ent- 
wickelung von s der einzige fundamentale determinirende Factor gleich 1, 
also (II. Ba) auch in f,. In dem Ausdrucke für 2, (s. No.1 III. A) bei 
f,, kann daher unter den in No. 1 (2.) mit a bezeichneten Punkten kein 
nicht singulärer Punkt von F,(y, s, x) sein, weil A,(s) (No. 1 (2.)) nieht für 
die o in diesem Punkte unter einander verschiedenen Werthe von s ver- 
schwinden kann (vergl. I. Ba). Um also 2, zu bilden, sind bei den singulären 
Punkten von F,,(y, s, x) im Endlichen und bei x = x bei den Entwickelungen 
von s die fundamentalen determinirenden Factoren von F,,(y, s, x) aufzustellen, 
und es ist bei jedem der singulären Punkte und jeder Entwickelung von s 
einer dieser fundamentalen determinirenden Factoren herauszunehmen (II Ba). 


Dann ist zuzusehen, ob sich 2 von der Form e/’“ (No. 1 III. A) mit 
T'heilen No. 1 I, welche sich auf die singulären Punkte von F,, beziehen, 
bilden lässt, so dass dieser Ausdruck nach I.B) an jeder Stelle den vor- 
geschriebenen fundamentalen determinirenden Factor liefert. Diese Aufgabe 
wird in No. 6 behandelt. Die auf diese Weise sich etwa ergebenden Aus- 


drücke 2 sind in endlieher Anzahl % vorhanden und bilden zunächst die 
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möglichen Ausdrücke für die determinirenden Factoren in den Bestand- 
theilen (8.). 

B) Aus den ermittelten k verschiedenen Ausdrücken £2 sind diejenigen 
zusammenzustellen, die in einem Systeme wie (8.) zusammen vorkommen 
können. Dazu müssen die Bedingungen II. B)a) und b) erfüllt sein. 

Aus den k Ausdrücken (2 werden alle diejenigen Combinationen mit 
Wiederholung von M Elementen gebildet — entsprechend den Ordnungen 
der Bestandtheile in (8.) —, welche die Beschaffenheit haben, dass bei jedem 
singulären Punkte von F,, und jeder Entwickelung von s alle aus F, er- 
haltenen fundamentalen determinirenden Faetoren vertreten sind (II. Ba), 
ferner dass jeder fundamentale determinirende Factor so oft vorkommt, als 
der Grad der zugehörigen Exponentengleichung aus F,, beträgt (II. Bb). 

Nur Combinationen der £2 von dieser Eigenschaft sind zulässig. Eine 
solehe Combination von M Elementen sei genommen und in Abtheilungen 
getheilt, so dass jede Abtheilung die übereinstimmenden 2 enthält. 

IV.A) Nun kommt der Satz aus No. 4 zur Anwendung zur Ver- 
theilung der Wurzeln der zu den fundamentalen determinirenden Factoren 
bei den singulären Punkten von F,, gehörenden Exponentengleichungen auf 
die Abtheilungen der vorhin genannten Combination der 2. 

Bei dem im Bereiche s regulären Ausdrucke f, der zu jedem Bestand- 
theile in (8.) gehört, ist nach dem Satze in No. 4 die Summe der Wurzeln der 
Exponentengleichungen bei Punkten im Endlichen, unter denen die singu- 
lären Punkte von f sind, und bei = x und allen Entwiekelungen von s 
gsanzzahlig. Unter den singulären Punkten im Endlichen von f seien solche, 
welche in F,, nieht singulär sind, so hat der zu f gehörende determinirende 
Factor 2 an jener Stelle die Entwickelung Se, (x—e)‘ (III A), daher sind 


an derselben Stelle die Wurzeln der Exponentengleichung von f ganz- 
zahlig (IIB)b). Es bleibt also derselbe Satz gültig, wenn derselbe bei 
f auf die singulären Punkte von F,, bezogen wird, ebenso wenn die Summe 
auf die im Bereiche s regulären Ausdrücke in allen Bestandtheilen in (8.) 
mit übereinstimmendem 42 ausgedehnt wird. 

Es folgt bei einem Bestandtheile aus (8.) f,(y, s, 2) = (ff, (2 y, s, x) 
aus dem in I. B) Gesagten, dass bei einem singulären Punkte z=« von F,, 
und einem einwerthigen Zweige von s der Theil von £2, der in I. B) durch 
e/“ bezeichnet ist, den fundamentalen determinirenden Factor e” von f, 
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bildet (vergl. (10.)), der Theil, welcher durch e/*“* bezeichnet ist, die Ent- 
wickelung (2—a)' Sc, (@—a)‘, Mod. >0, hat. Sind die Wurzeln der 


Exponentengleichung von f, r, bis r,, so sind also die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von e "f,(e”y,s, x), die zu dem fundamentalen deter- 


u 


minirenden Factor e” von f, gehört, nn +te n,+8 bis r, te. Ebenso ist es 


1 
bei einem AR-blättrigen Windungspunkte, wo (2—-e)”={ eintritt, und ent- 
sprechend bie=x, r = gemäss 1. B). 

In (8.) sei £2 in mehreren Bestandtheilen übereinstimmend, die Bestand- 
theile seien durch 2 98,2) bis £2f,, (27"'y,s, x) bezeichnet, wo 
Ay, A, ete. die Ordnung angiebt; die Wurzeln der Exponentengleichung 
von fir, seien r!'’ bis Kan Dann sind die Wurzeln der zu dem vorhin genannten 
fundamentalen determinirenden Factor e” in diesen Bestandtheilen gehörenden 
Exponentengleichungen rn +2... „rn, tert bir + arte 

Ks müssen daher a, y+4.,+ +4 Wurzeln der Exponentengleichung 


aus F,,, die zu diesem fundamentalen determinirenden Factor e” gehört, nach- 


abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen übereinstimmen 


dem zu denselben —e addirt ist, mit den vorhin genannten Grössen ri, ...,? 
DIS. fi ’.uo ren 
(II. B) b). 

Nun giebt es bei jedem singulären Punkte von F,, und jeder Ent- 
wickelung von s unter den Wurzeln der Exponentengleichung, welche zu 
dem aus (2 hervorgehenden fundamentalen determinirenden Factor in F,, 
gehört, Ay+'+ün von der vorhin genannten Eigenschaft, dass sobald die 
bezügliche Grösse —e, welche an jener Stelle durch 42 geliefert wird, hinzu- 
addirt ist, dieselben abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen mit den 

x 


Wurzeln der Exponentengleichungen aus f;,, DIS fi, 


Summe dieser Werthe ausgedehnt über alle singulären Punkte von F,, ist dann 


übereinstimmen. Die 


gemäss dem Salze in No. 4 ganzzahlig. 

Nachdem also eine Combination von M 42 aus III. in Abtheilungen mit 
gleichem 2 getheilt ist, müssen die Wurzeln der Exponentengleichungen, die zu 
den fundamentalen determinirenden Faetoren bei den singulären Punkten von 
F,, gehören, sich so vertheilen lassen, dass auf jede Abtheilung Wurzeln 
von der vorhin angegebenen Eigenschaft kommen. Wurzeln, die sich nur 
um eine ganze Zahl unterscheiden, sind hierbei zunächst gleichberechtigt: 
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bei dieser Vertheilung wird man zuerst diejenige Abtheilung behandeln, 
worin die geringste Anzahl der (2 vorkommt. 

Alle diejenigen Combinalionen von M Grössen (2, bei welcher die vorhin 
genannte Vertheilung der Wurzeln der Exponentengleichungen thatsächlich statt- 
gefunden hat, sind der weiteren Rechnung (No.7, No.8) zu Grunde zu legen. 
Nur eine einzige dieser Combinationen kann einer Darstellung von F,, durch 
ein System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke, nach- 
dem die Bestandtheile mit übereinstimmenden determinirenden Factoren zusammen- 
gestellt sind, entsprechen. 

3) Wenn in den Ausdrücken der (2 (No. 1 III. A), die in dem System 


(8.) vorkommen, die Grösse s sich nieht vorfindet — dieses ist der Fall, 
der in Abh. Bd. 122 No. 1 untersucht ist —, so sind die in A) genannten 


Werthe &e gleich Null. Dann ergiebt sich zunächst als nothwendig, dass 
die Summen der Wurzeln aller Exponentengleiehungen, die zu den funda- 
mentalen determinirenden Factoren aus F,, bei jedem singulären Punkte und 
jeder Entwickelung von s gehören, diese Summe ausgedehnt über alle singu- 
lären Punkte von F,„, ganzzahlig sein Muss. Vergl. Abh. Bd. 122, S. 12. 

Die in III. und IV. gegebene Gruppirung der fundamentalen deter- 
minirenden Factoren und Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen 
bei einem vorgelegten Differentialausdrucke enthält zugleich die ausführliche 
Darstellung des Verfahrens, auf welches in Abh. Bd. 117, 8. 199 in Bezug 
auf einen homogenen linearen Differentialausdruck mit rationalen Funetionen 
von x als Coeffieienten, wenn derselbe durch ein System normaler Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar sein soll, hingewiesen ist. 

V. Der homogene lineare Differentialausdruck F,,(y, s, x), der x und 
s rational in den Üoeffiecienten enthält, soll sich durch das System 


(11.) Py-,(y 8, €) = Yı, fı(yı, 8; €, 
darstellen lassen, wo ?,_, ein System verallgemeinerter im Bereiche s nor- 
maler Differentialausdrücke ist, f, ein homogener linearer Differentialausdruck 
erster Ordnung mit in z und s rationalen Coefficienten. Letzterer Differential- 
ausdruck braucht nicht zu den in No. 1 III. A) definirten zu gehören. Der- 
selbe hat aber auch bei jedem Punkte und jeder Entwickelung von s einen funda- 
mentalen determinirenden Factor, und die zugehörige Exponentengleichung ist 
ersten Grades, wie aus dem in I. B) Gesagten folgt, wenn dort für g(s, x) eine 
beliebige rationale Funetion von s und z genommen wird. In Bezug auf 


13% 
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die Integration der Differentialgleichung, wenn der Differentialausdruck durch 
(11.) gegeben ist, besteht kein Unterschied gegen den Fall (8.) (s. No. 10). 
Die Gruppirung der fundamentalen determinirenden Factoren von F,, findet 
wie in III. statt; die Gruppirung der Wurzeln der zu den fundamentalen deter- 
minirenden Factoren gehörenden Exponentengleichungen gemäss IV. kommt 
in Bezug auf 2#,_, zur Anwendung. 

Der vorliegende Fall kommt namentlich für die Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in Betracht. 

Ein Beispiel eines Differentialausdruckes erster Ordnung, der nicht 
zu den in No. 1 III. A) definirten verallgemeinerten im Bereiche s normalen 
Differentialausdrücken gehört, ist dieses: 

Bei e=w seis=xs' nach No. 2 1., es seien dort die o Werthe s’ 


unter einander verschieden, !=1. 
Es werde der Differentialausdruck gebildet 
dy s 
12.) —. 
(12.) dx + 2—_.cI 
Wenn dieser Ausdruck f,(y, s, x) ei verallgemeinerter im Bereiche s normaler 
Differentialausdruck wäre mit dem determinirenden Factor Reed wo 


g9(s,x) ein Ausdruck der Form No.1 1Il. A), so müsste 2" f,(2y,s, x) ein 
im Bereiche s regulärer Differentialausdruck sein, dieses wäre also der 
Ausdruck 
| dy | s 

(13.) s,@ 1y. 

\ 7 Fra AC? Fr 
Dann kann in dem Ausdrucke g(s, x) keiner der in No. 1 (2.) bis (5.) ge- 
nannten Theile vorkommen (No.1 11). Es bleibt also für g(s, x) nur der 

r » u . l ri f} Yy y 

Ausdruck No.1 (6.). Durch Substitution von 2 = = geht (13.) in -FF,(y, s, ©) 


über, wo F,(y, s, f) gleich 


dy | $ 14 
(14.) 4 ler 

ist. Wenn g(s,x) s enthält, so wird g(x’s‘, x) von der Form 
(15.) ha” +h,ls)e" "+, 


_ 


n» —_ I, wo der ganze rationale Ausdruck A,(s') höchstens (o—1)-ten Grades 
mit eonstanten Coeffieienten nicht für alle o verschiedenen Werthe s’ bei i = U 


verschwinden kann. Wenn g(s, x) gleich einem Polynom von z P(x), wo 
a . x's' a r 
P(x) auch Null sein kann, so kommt P(&)+,. „, wo für s die o bei t=0 
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verschiedenen Entwickelungen eintreten, in Betracht. Also wird in allen 
Fällen 
sl 


(16.) + 


nicht bei allen o Entwickelungen von s’ nur in erster Ordnung für t= 0 
unendlich. 
6. 
Ermittelunge der determinirenden Factoren. 

Nach den Angaben in der vorigen Nummer III. A) liegt hier folgende 
Aufgabe vor. Bei einem homogenen linearen Differentialausdrucke, der x 
und s rational in den Coefficienten enthält, F,,(y, s, x) seien bei den singu- 
lären Punkten im Endliehen und bei 2=x — bei einem R-blättriigen 


1 


( 


Windungspunkte (RZ 1) von s bei e=« nach Substitution von (2 —e)" =, 


- 


[3 1 . » . . y 
entsprechend bei = x, x = u die fundamentalen determinirenden Factoren 


aufgestellt. Dann sei bei jedem dieser Punkte und je einer Entwiekelung 
von s einer dieser fundamentalen determinirenden Factoren herausgenommen. 


Nun soll untersucht werden, ob eine Grösse 2 = e/’"”“ sich bilden lässt, 
wo 9(s,x) ein Ausdruck von der Form No. 1 III. A) ist mit Theilen No. 11., 
die sich auf die singulären Punkte von F,, beziehen, von folgender Eigen- 
schaft: Wenn bei einem singulären Punkte von F, z=« eine einwerthige 
Function als ein Zweig von s besteht, und g(s, x) nach Potenzen von #—« 
entwickelt ist, der Theil dieser Entwiekelung, welcher die Potenzen von 
dw 


(e—e)”" mit Exponenten —2 enthält, mit Z bezeichnet wird, so soll Z= Er 


sein, wo e” der gewählte fundamentale determinirende Factor aus F,, bei 
= «a und dieser Entwickelung von s ist. Wenn bei einem singulären Punkte 


N 


von F, @=.« eine R-werthige Function R Zweige von s enthält (R>1) 


1 
> zT £s . 
und (2 —a)" ={Z gesetzt, alsdann g(s, 2) 4; nach Potenzen von £ entwickelt 
ku 


ist, und der 'T'heil dieser Entwiekelung, welcher die Potenzen von [7' 


mit 


n “ s . dw . 
‘xponenten — 2 enthält, mit Z bezeichnet wird, so soll Z= qg sein, wo e 
> 
l 


. 


der gewählte fundamentale determinirende Factor aus F,,ist, nachdem (z-«)" ={ 


- 


gesetzt und diese Entwickelung von s genommen ist. Entsprechend bei 


l 
= oo, nachdem = = ‚ gesetzt ist. 





Br). 
Br, 



























102 Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 


ee ee 


I. Ein singulärer Punkt von F,„(y, s, x), in dem die Diseriminante 
der Gleichung von s nicht verschwindet, sei x = a. 


er 


Die o in z=a von einander verschiedenen Zweige von s seien 
(1) ,=s+20’(0-0) am.) 
In F,(y,s, x) sei s=s, gesetzt, aus F,(y, s, x) seien die fundamentalen deter- 


minirenden Faetoren e” ermittelt, © =0 oder von der Form Fc_,(@—a)”", 
1 


dw 2. ww ” . dw; 
4, 5. Einer derselben sei herausgenommen, durch e”* bezeichnet, „, =, 
(»=1,..,0). Dann soll in g(s,,x&) der Theil der Entwickelung, welcher 


in 


die Potenzen von (e—a)”"' mit Exponenten — 2 enthält, gleich z, sein und 


ausfallen, wenn z,= 0 ist. Hierdurch wird in dem Ausdrucke g(s, x) No.11. 
der Theil No.11 (2.) 
(2) h,(s) 1 h,(s) REN hr—2(8) 
(z-a) (2 --a) (2— a)" 
bestimmt, oder ersehen, dass dieser Theil ausfäll. Wenn in A,(s), welches 
ein Polynom von s höchstens (s—1)-ten Grades mit constanten Coefficienten 
ist, nicht alle Constanten verschwinden, so kann A,(S,) (A=1,..., 0) nicht 
für alle Werthe 4 verschwinden, da die S, (A =1,..., 0) unter einander ver- 
schieden sind. Hieraus folgt, dass, wenn alle 3, (A=1,...,0) gleich Null 
sind, der Theil (2.) in g(s. x) nicht vorkommt. Sind nieht alle 3, (A =1.,..., 0) 
gleich Null, so seien die z, A =1,...,0) auf die Form 
= 
(3) 3 
gebracht, wo die y_,, A=1,..., 0) nicht alle verschwinden, und bei z, = 0 
die y_.=0 sind. Dann kann in (2.) r nicht kleiner als 2 sein, und nicht 
grösser, weil A,(S,) nicht für jedes 4 (A=1,...,0) verschwindet. In (2.) 
ist also r=z. Die Constanten in h,(s) sind eindeutig bestimmt und ergeben 
sich als nicht alle gleich Null aus 


e 


Yin (e—a)"" (2 =1,... 0) 


(4.) h,(S,) = Y_ır Q=1,...0) 
Die Constanten in h,(s) sind eindeutig bestimmt aus 

RR /dh,(s,) 

(9) \ — ; i -}- h,(S;) = Yu N (\=1,.,0). 


Die Oonstanten in A,(s) sind eindeutig bestimmt aus 


2 l/d’h,(s,)‘ dh,(s,) | 
(6.) mi dx? ). a + dx Ei T h.(S}) - / ha? ur 
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een 
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x 


u.8.w bis zu A,_,(s). Es ergeben sich also die Constanten in (2.) eindeutig 
bestimmt, und die für g(s, x) gestellte Bedingung ist erfüllt. 
II. Ein singulärer Punkt von F,(y,s, x), in dem die Diseriminante 





der Gleichung von s verschwindet, sei = = b. 
Bei einem A-blättrigen Windungspunkte bei 2=b (RZ1) wird 


1 
(2—b)" =J gesetzt. s hat eine Entwickelung der Form Fe,C'. F,(y,s, x) - 


0) 


dx —.“M Y < 27 en . . » 5 . 
(5) G,(y,s,6) Aus G@,(y,s,{) sind die fundamentalen determinirenden 
dL 


Factoren e” bei {= ermittelt, wo ®=(0 oder von der Form Ne _{L 
1 
dw I 1 dr 
-=3s. In g(s,2)-- 
d£ g a: 


soll der "Theil der Entwickelung, der die Potenzen von =" mit Exponenten 


Einer derselben wird herausgenommen; aus diesem 


— 2 enthält, gleich z sein. Dieses soll bei jedem der ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkte bei x = 5b stattfinden. 
A) Bei dem Punkte 5b soll der Theil von g(s, x) von der Form No. 1 


(3.) sein, also von der Form 


(7.) tt 


(2 —b)e " (2 — by! (zb)? 
1 
i nr ri = ., ds ira - Z ’ 
oder ausfallen. Durch (e—b)”={ geht (7.), mit FT: multiplieirt, über in 
I a Worl per-ı 
(8.) l&er + Le-1)R ua e?R ) Ro. 


Dieser Ausdruck soll also mit der vorhin genannten Grösse z, welche von 
- 

der Form &y_,5”" oder gleich Null ist, übereinstimmen. Es ist zuzusehen, 
ob diese Uebereinstimmung stattfindet und ob bei allen ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkten bei 5 derselbe Ausdruck (7.) hervorgeht. 

B) Die Funetion s habe bei x = b die Beschaffenheit, die in No.1 II B)/) 
angegeben ist. g(s, x) hat dann bei x =b den Theil von der Form No. 1 
(4.) oder derselbe fällt aus. Der Ausdruck No. 1 (4.) ist 


q k,(s) k(s) j ‚ ko2($) 
9.) (eb)? '" (e—bJe-! Ta — 6) 
1 
oe de a j 
Durch (e—-b)”" = geht (9.), mit Fr multiplieirt, wenn A(o—1)+1l=u ge- 


setzt wird, über in 
Rk,(s)  Rk(s) ( 


Cu Qu—R z N de R(o- 2) 


- 


„ Re 2(9) 


(10.) 
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Ausserdem kommen in der Entwiekelung von g(s, ©) 1, Potenzen von 5 mit 


BARETOR vanzzahligen Exponenten vor. Die Entwickelung von A,(s) sei 


= > y15 Aus (10.) können Potenzen von &' mit den Exponenten u, u—1 


bis «a—R+1 nur aus dem Ausdrucke 


zer Rytnst+re-16%") 
(t4.) ERB—N)-I 

hervorgehen. Es ergiebt sich nun, wie in No. 1 (10.), (11.), (12.), dass die 

Grössen (RZ 1) 


18). + Mi ie 


linear und homogen mit eonstanten Coefficienten durch y,, 7, bis Y,_, aus- 
sedrückt werden. Wenn diese Gleichungen bei jedem ein- oder mehrblättrigen 
Windungspunkte bei x = b aufgestellt werden, so ergiebt sich ein System 
von o linearen homogenen Gleichungen für die o Constanten in A,(s), dessen 
Determinante, wie in No. 1 Il. B) ?) gezeigt ist, nicht verschwindet. 


Die Entwiekelung von (10.) soll mit der gegebenen Grösse z = 3 DR Km 
beginnen, wo Y_, von Null verschieden ist, und wenn z = 0 ist, so sollen 
in der Entwiekelung von (10.) Potenzen von {”' mit Exponenten — 2 nicht 
vorkommen. In letzterem Falle it „= ='""=yzr-1=0. In ersterem Falle 
muss Ro—-1)+1=rv sein. Wenn nicht alle z bei den ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkten bei 5 verschwinden, so sei ein AR;,-blättriger, 
(R, = 1) ein R;-blättriger, (R,—1) bis ein R;-blättriger Windungspunkt, 
(R, — 1), vorhanden, bei denen die zugeordneten z nicht Null sind, die be- 
züglie lichen Zahlen v seien v,, », bis v,. Dann muss also A -1N)+1lrv 
bis Ro —-l)+1Zrv, sein. Die kleinste positive ganze Zahl e, welche 
diesen Dodtceii entspricht, sei z#, 2 ist hier —2. Dann muss oe in (9.) 








gleich 2 sein. Denn wäre 0 >, so müssten bei allen ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkten bei = = b die Constanten y in (11.) gleich Null 
sein. Dann folgt aus dem oben (nach (12.)) genannten Gleichungssysteme, 
dass auch die Constanten in A,(s) gleich Null wären. Es ist also oe =. 
. . . V -} R. —] “ .. . 
Bei einem Windungspunkte, wo (a=1,...,)) am grössten ist, 
1 
können die Werthe aus (11.) Ry,, Ry, bis Ry,_,, die aus dem zugehörigen 
3 zu entnehmen sind, 


nicht alle verschwinden. Daher folgt aus dem oben 
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genannten Gleichungssysteme, dass die o Constanten in A,(s) eindeutig be- 
stimmt sind und nicht alle verschwinden. Sind alle z bei 5b gleich Null, 
so müssen in (11.) die Constanten y, bis y,_, bei jedem ein- oder mehr- 
blättrigen Windungspunkte bei 5 verschwinden. Also folgt aus demselben 
(Gleichungssysteme, dass die Uonstanten in A,(s) verschwinden, dass demnach 
der Theil (9.) aus g(s, x) ausfällt. 


Nachdem %,(s) bestimmt ist, ergiebt sich in gleicher Weise A,(s). In 
der Entwickelung von (10.), wo u = R(o— ns -R(z—1)+1 ist, werden 


l 


die Potenzen von 5”' mit den Exponenten u—R, u— R—1 bis u—2R-+]| 


venommen. Die Üoeffieienten dieser Potenzen gehen aus dem zugeordneten 


’ 
„= -&Y ‚S' hervor als y_u-n, DIS Y_au-arın; Sind Zeiger u—R, u— R—1 etc. 


srösser als v, so sind die bezüglichen y gleich Null, ebenso wenn z = U 
ist. Man erhält aus (10.) 





d® Rk,(s) 
5 dc ); „rerk (8)) 0 1; 7 -(u—R) 
(13.) 
| a) N | Pe ($)\ > 
(@R—1)I\ dar-ı FOR-IYIN der Jen Feen 


Aus (13.) folgt, wie in No. 1 (11.), (12.), dass die Grössen (R = 1) 


dk(s dk-Ik (s 
he a ee 


ds* l 


bekannt werden. Indem die entsprechenden Gleichungen bei allen ein- oder 
mehrblättrigen Windungspunkten bei 5 aufgestellt werden, erhält man ein 
System von o homogenen linearen Gleichungen mit nicht verschwindender 
Determinante zur Bestimmung der Constanten in %k,(s) 

In gleicher Weise ist fortzufahren bis zur Bestimmung von %k,_,(8), 
1 


wobei in der Entwickelung von (10.) die Potenzen von 57’ mit den Ex- 
ponenten u—R(o—2) = R+1 bis u—R(o—2)-R+1=2 auftreten. 
C) Die Function s habe bei x =b die Beschaffenheit, die in No. 11l.By) 
angegeben ist. Es sollen also bei e=b o einwerthige Zweige vorkommen 
bis s,, die Werthe derselben in e=b seien $,, $S, bis S,; S, bis S,_, sind 
} i . _ (da , ds,' 
unter einander verschieden: S,_,=S,. N u verschieden von ( ) 
dz /z=b dx ’/x 
g9(s, x) hat bei z=b den Theil von der Form No. 1 (5.), wenn der- 
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selbe nicht ausfällt, also 
- h,(s) k,(s) hy-3(8) e 
5.) de ie 
(15.) G-bt ana Tan Tan 
Die Entwickelung von (15.) nach Potenzen von z—b soll bei s=s, (A=1,...,0) 


v, 
mit 3, = &y_,„(2=2—b)"" beginnen, oder, wenn z, = 0 ist, so sollen in der 


mit Exponenten — 2 ausfallen. 


Wenn der Theil (15.) in g(s, x) vorkommt und nicht alle Werthe 
k,(S,), 4u(8,) bis k,(S,_,) = A,(S,) verschwinden, so muss oe gleich dem 
grössten der Werthe v, sein, bei welehen %4,(8,) nicht verschwindet. Wenn 
alle Werthe 4,(8,) bis %,(8,) verschwinden, ohne dass %,(s) identisch ver- 
schwindet, so beginnt für s=s,_, oder s=s, die Entwickelung von (15.) 
nach No. 111. By) mit der Potenz (e—b)"**', daher ist e—1 gleich »v,_, 
oder v,. Wenn aber 4,(s) identisch gleich Null ist, so besteht die Ent- 


Entwickelung die Potenzen von (e— bb)” 


wickelung von (15.) aus dann ist v, = 2. 


C 

(— 5)" ' 

Daraus folgt, wenn der Theil (15.) in g(s, x) vorkommt, so sind nicht 
alle z, (A=]1,...,0) gleich Null und e—1 ist gleich oder kleiner als der 
grösste der Werthe v,. Zugleich muss g — v, sein. Wenn daher der grösste 
Werth v, durch 2 bezeichnet wird, so ist e<Zz und esz+l, also ist g 
gleich # oder <-+1. 

ks wird nun, wenn nicht alle 3, verschwinden, für eo in (15.) der 
Werth z+1 gesetzt. Alsdann sind die Grössen k(s) in (15.), wobei also 
auch &4,(s) identisch verschwinden kann, dadurch zu bestimmen, dass die 
Entwiekelung von (15.) beiis=s, (A=1,...,0) mit Sy-n(@-5)" beginnt, 
wo die y_,, in denen a >»,, und diejenigen, wo 2, = 0 ist, verschwinden. 

Es sei 


(16.) kl) = a8" + 018°" + +0,_1, 
wo die &@ Uonstanten sind. Dann ist 
(17.) k,(S,) = 0 d=1,..,0). 


S,=8S,_,. Die o—1 ersten Gleichungen (17.) A=1,...,c—1) seien auf die 
Form gebracht 

(18.) a8’ +m,87 +. +0,_, = -—a,87 Q=1,..,0-1). 
Die Determinante der Coefficienten in (18.) links ist +4(8,, S,, ..., S,_ı) 
(No.1 (14.)) und verschwindet daher nicht. Aus (18.) folgt für &,s’"+a,s’ "+ 
-++0o,_, der Ausdruck 


(19.) a) (Si s” ’ = Jules + Be 
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Es ergiebt sich 


(20.) k,ls) = ("+88 +5,85 + - FE.) 
Andererseits hat man, wenn 
(21). (s-8,)(s-8,) ...(s-S,_,) = f(s) 
gesetzt wird, für A4,(s) den Ausdruck 
(22.) k,(s) = auf(s). 
Dann erhält man weiter zur Bestimmung von A,(s) in (15.) 
(23.) (A) +) = 7... FBIRLN! 


Hier muss, da k,(S,_,) = h,(S,) ist, 


’ dk (s5-ı) F dk_(s,) 
(24.) Ya ( in ).. #0. —( dx ), u 
a ara Ik dk (s)d: . . Po 
sein. Es ist : I rn E daher wird der Factor von «, aus Ä,(s) (22.) 
dx ds dx ne 
in (24.) links 
. If(s) ds,-; 
(25. ER hei ie 
29.) ( ds = B, ( dx ), 
und in (24.) rechts 
If(s) ds,\ 
> SE) 
(26.) Dr 1 
et df(s) ni df(s)' Kit. e ne at m 
Die Grösse ( 7 ) > — ( un ist von Null verschieden, da f(s)=0 die 


o—1 von einander verschiedenen Wurzeln S, bis S,_, hat; die Werthe 
(ds,-ı 
\ de 


Grösse a, aus der Gleichung (24.) nicht aus und wird daher durch (24.) 
bestimmt. Es sei 


(27.) k,(s) = As "+ "++ P,—: 


/ds, . . . ,r ® 
) und \ ) sind von einander verschieden. Daher fällt die 
/=h dt zb 


Die o—1 ersten Gleichungen des Gleichungssystems (23.) seien jetzt auf 
die Form gebracht 


(28) ASTHRST"H+ +, = y ( )..,—BoS2", a=1..0-n 


dx x 


14* 
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Aus diesen folgt für A,s°"+:--+/,_, der Ausdruck 

29.) tat ++): 
wo die 7 hervorgehen, wenn in (28.) 9%, =0 gesetzt und die /, bis P,-ı 
bestimmt werden. Daher ergiebt sich für %,(s) der Ausdruck 

(30.) k(s) = Af)tn "+ "++: 


Zur Bestimmung von A,(s) in (15.) erhält man ferner 
’ 1 /d’k,(s;) dk,(s;) 
(31.) ak FR + ( a2 ),+ k,(S,) = FREE Q=1,... 0) 


Hier ist %,(8,_,) = %,(S,), wodureh wie bei (24.) ete. A, bestimmt wird. Als- 
dann sind die o—1 ersten Gleichungen des Gleichungssystems (31.) wie (28.) 
zu behandeln. In dieser Weise ist fortzufahren und es muss, wenn der Theil 
von g(s, x) (15.) besteht, in dem zuletzt zur Bestimmung des Coeffieienten 


1 . [2 . < 
von ‚ auftretenden Gleichungssysteme von o Gleichungen, welche (23.), 


(2 —b) 
(31.) entsprechen, sich als Coeffieient von 


Ill. Bei e=w. 


l 2 m u i 
2= ,,s=z's gemäss No.21. F,y,s,2)=(7) Fuysd). Die 


l 
o Zweige von s’ seien s, bis s,. Ins’ sei bei = 0 ein R-blättriger Windungs- 


1 j 
— —, eine Constante e ergeben. 
(@—b) ® 


1 
s I . «oe y dx u W y Lo\ 
punkt (R = 1), es wird "= gesetzt; F,(y,s, iD) = (2) G@,(y,s,{). Dann 
u; “ 
seien die fundamentalen determinirenden Factoren e” von @',(y, s, &) bei & = 0 
— u [7 y. . 
aufgestellt wo @= 0 oder von der Form $c_,{ ‘. Einer derselben wird 


1 


dw . dx 
herausgenommen, aus diesem g7> EB werde g(s, r) di =g(s,t) gesetzt. 
> 


di \ u y . . zo. E 
In g'(s, Ö) de soll der Theil der Entwicekelung, der die Potenzen von {' mit 
Exponenten — 2 enthält, gleich » sein. Dieses soll bei jedem der ein- oder 


mehrblättrigen Windungspunkte bei £= 0 stattfinden. 
Der Ausdruck g'(s, ©), worin s=ts, ist gemäss No.1 1 


Io-—1 10—? 


2. \ l | $ $ s' \| 
(32.) — rk IF (Ü) jo _) +9, +) 1!(0—?2) + ab + pt) Mm + pi; 


pl) = PC)+ ER, 
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ist, P,(2) aus dem Polynom P(z=) in No. 1 (6.) hervorgeht, R,(f) eine Potenz- 


reihe von £ mit positiven ganzzahligen Exponenten ist, welehe aus den 
übrigen Theilen von g(s,x) No.1 (2.) bis (5.) sich ergiebt und daher be- 
kannt ist. Der Ausdruck (32.) erhalte die Form 


34) 100840, dr + +0,80, 
wo die Q(f) Potenzreihen von £ mit positiven ganzzahligen Exponenten sind 
und diese Potenzreihen für £=0 nicht alle verschwinden. In (34.) werden 
die Glieder so angeordnet, dass der Ausdruck 


EN hu HERR OE+ Bde) 
ist wo ÄA,(s) bis %k,_,(s) Polynome von s höchstens (o—1)-ten 
Grades mit constanten Coeffieienten, die Pf) Potenzreihen von £ mit posi- 
tiven ganzzahligen Exponenten sind. Die Zweige vons bei £=0 verhalten 
sich wie die Zweige s bei einem Punkte a in I. oder 5 in II. Es sollen 
nun, wenn die Zweige s sich wie in den Fällen II. A) und ©) verhalten, 
über den Theil 


a k.(s’ (s He s 
(36.) R ) ze ‚+ ( ') 


die dort angegebenen Annahmen gemacht PL nämlich dass derselbe 
dem Ausdrucke (7.) bezüglich (15.) entspricht oder ausfällt. Unter dieser 
Voraussetzung werden die Constanten in dem Theile (36.) von (35.) wie bei 
einem Punkte «a in I. oder b in II. A), B), C) bestimmt. Also sind alsdann in den 
Potenzreihen Of) in (34.) die Coeffiecienten der Potenzen £’ bis #”* bekannt. 


’ 4 ’ i . 24 
Dadurch werden in (33.) die Constanten in den Polynomen Bi ) bekannt. 


Es ist aber dann, damit der Ausdruck (32.) von gs, i), s= ts’ die verlangte 
üigenschaft hat, noch nothwendig und hinreichend, dass in dem Factor jeder 
Potenz s* in (32.) die Glieder von t’ an bis t” mit denen in dem Factor 
von s” in (34.) übereinstimmen. 


l. 
Zerlegung eines homogenen linearen Differentialausdruckes in ein System, dessen erster Bestandtheil 


ein im Bereiche einer algebraischen Function regulärer Differentialausdruck ist. 

Es soll ermittelt werden, ob ein vorgelegter homogener linearer 
Differentialausdruck F,(y,s, x), der x und s rational in den Coeffieienten 
enthält, mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 durch ein 
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System darstellbar ist 
(1.) Fn-(y 5,2) = y, fi Y; 8,r), 

dessen erster Bestandtheil F,_, ein im Bereiche s regulärer Differential- 
ausdruck von (m— k)-ter Ordnung ist. Hierbei soll jedoch vorausgesetzt werden, 
dass dieser im Bereiche s reguläre Differentialausdruck dem in No. 2 (1.) 
angegebenen Typus angehört. Zu dieser Untersuchung wird ein Verfahren 
angewandt, welches der entsprechenden Untersuchung bei rationalen Funetionen 
von x als Üoeffiecienten analog ist (Abh. Bd. 96 No. 6). 

Die singulären Punkte in F,(y, s, x) oder F,_,(y, s, ©) sind, wenn die 
H(s, x) 
K(x) 
rationale Funetionen der eingehenden Variablen ohne gemeinsamen Theiler 


Üveffieienten auf die Form gebracht werden, wo H und K ganze 


in x sind, die Punkte, in denen die Nenner K(x) verschwinden, die Punkte, 
in denen die Diseriminante der Gleichung s verschwindet und der Punkt 
2 —%x, Bei jedem der singulären Punkte von F,(y,s, x) — bei einem R- 


blättrigen Windungspunkte (R = 1) von s bei e=« nach Substitution von 


_ 
a 

-_ 

— 


1 


’ xp - . 1 [} D) 

(e—e)“ = entsprechend bei e=x, 2= , — muss der charakteristische 

Index in F,(y,s, x) gleich oder kleiner als k sein (No.51.Ab)C). Die 
u 


Coefficienten in F,, seien durch p, bei ,, entsprechend in F,_; dureh p”®, 


da" 
in f, durch g, bezeichnet. Zwischen denselben besteht das Gleichungssystem, 
welches durch Gleichsetzen der Coeffieienten derselben Differentialquotienten 
auf beiden Seiten entsteht (Abh. Bd. 96 No. 2 (14.)). 

I. Zunächst ist pl” zu behandeln. 

A) F,(y,s,&) habe im Endlichen < singuläre Punkte. Dieselben 
seien a, bisa,. F,_,(y, s, ©) habe im Endlichen z (20) singuläre Punkte, 
in denen die Diseriminante der Gleichung von s nicht verschwindet, die in 
F, nieht vorkommen; dieselben seien, wenn 2 >0 ist a,,, bis a,,.. Es 


sei das Produet (2—a,) (2 —a,) (2—a,,,.) = w(x) gesetzt; dann ist 
oa _ ART rAa)s rt Aale) 


IN { = D) 
ar de w(e) | 
Be 
v(x) o a=]1l z— a,’ 
. . . . c \ . 
wo die A(z) ganze rationale Funetionen von x (No.2 (1.)), die @,, Con- 


stanten sind. Die möglichen Werthe von «,, bei einem singulären Punkte a, 
(a=1,...,z) von F, sind zunächst zu bestimmen. 


(3.) 


% 




















Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 11] 


a) Bei einem Punkte a,, in welchem die Diseriminante der Gleichung 
von s nicht verschwindet. 
Es ist 
(4.) ((z-a,)p!”), a (18 + 0:8 + + +0, ,): 


Hier werden rechts die o in z=a, verschiedenen Werthe von s eingesetzt, 


I 


wodurch ein Gleichungssystem von o homogenen linearen Gleiehungen in 
Bezug auf die & mit nicht verschwindender Determinante hervorgeht. Der 
Werth links bei einer Entwickelung von s bei 2=a, wird vermittelst der 
Exponentengleichung von F,_,(y, s, x) bei z=a, aufgestellt. F,_,(y, s, x) = 0 
hat nur reguläre Integrale, welche auch F,(y,s, 2) = 0 erfüllen; daher sind 
die Wurzeln der Exponentengleichung von F,_,(y, s, 2) = 0 bei einem Zweige 
von s eben so viele Wurzeln der Exponentengleichung von F,(y,s, 2) =. 
Die Exponentengleichung von F,_,=d ist 


(D. 
N + (@-0,)" pi). = 0. 


Die Exponentengleichung von F,=0 ist, wenn der charakteristische Index 


in F, bei dieser Entwickelung von s durch % bezeichnet wird, 
r(r--1)...(r-(m-h)+1)+((@-a,)”*") 
pn ’*: 


r(r—1)...(r—(m-h)+2)+-- 
N 


+ ((2--a,)" le ) =. 


A 





Pı 
Also ergeben sich die möglichen Werthe von 

a (K 4 (m — k)(m—k—]) (m—k) 

(7.) ((e-a,)p!”).-., = 5 — Ru». 


wo Ri" die Summe von m—k Wurzeln der Gleiehung (6.) bedeutet. Ueber 
die Auswahl dieser Wurzeln vergl. No. 5 IV. A) No. 8. 

b) Bei einem Punkte a,=b, in welehem die Diseriminante der 
Gleichung von s verschwindet. 

a) Bei dem Punkte 5 soll s die Beschaffenheit No. 1 II. B 5) haben. 
Aus (2.) (3.) folgt: 


(8) (e-b)pl? = aus "+a.s "+ +0, +(z—b)L(s, c—b), 


wo L(s, 2—b) ein ganzer rationaler Ausdruck in s (o—1)-ten Grades mit 
Coefficienten, die Potenzreihen von e—b mit positiven ganzzahligen Ex- 
ponenten sind. Bei einem AR-blättrigen Windungspunkte (R — 1) bei b wird 
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l 


> 1» . 7 ® . R « y 
(2—b)"={ gesetzt. Die Entwickelung von s sei Ie,C“. F,(y,s, x) = 
0 


den" —(m—k) r N r 
AR; „(4,3,2), F._,1 0,8%) = (F G,._,(Y, 8, ©). Der Coeffieient von 
m--k—1 
En in @,_, sei g'®. Dann ist (vergl. Abh. Bd. 115 No. 5 (5.)): 
Br m—k)(m —k—] 

(9) bg = PTWRTITN -RJHREpP. 


Auf Grund der gewählten Wurzeln der Exponentengleichung von 
G,.(y s,&) (vergl. No.5 IV. A) No.8), die aus der Exponentengleichung 
von @,(y, s, &) hervorgehen, sei die formelle Entwickelung des ÜCoefficienten 
q'’ nach Potenzen von Z gebildet (s. II). Aus (9.) folgt dann die formelle 
Eintwickelung von [*p\®. Es werde 


(10.) tar + = he) 
gesetzt. Aus (8.) erfolgt 
(11.) Er p® = hs) + RL, 9, 


Diese Gleichung wird nullmal, 1-mal bis (?R—1)-mal nach { differentiirt 


und ©=0 gesetzt. Aus No. 1 (11.) folgt dann, dass die Grössen 


19\ dk(s) EE 0 
12.) Knaur nr he 
linear und homogen mit constanten Coeffiecienten durch 
= dERpW) dR-1ER nik) 
(18.) (oe 0% ( de N u. 4 der ee. 


ausgedrückt werden. Dieses ist bei jedem ein- oder mehrblättrigen Windungs- 
punkte bei 2=b vorzunehmen. Man erhält dadurch zur Bestimmung der 
Constanten in k(s) (10.) ein System von o linearen homogenen Gleichungen, 
dessen Determinante nach No. 1 II.B /) nicht verschwindet. 
?) Bei dem Punkte 5 soll s die Beschaffenheit No. 1 Il By) haben. 
Der Werth der bei z=b einwerthigen Zweige s, (A=1,..,o)inz=b 
sei S,. 8, bis S,_, sind unter einander verschieden. $S,_,=S$,, ey 
/ds, a 
verschieden von Te), . Es folgt aus (8.) unter Anwendung der Be- 


zeichnung (10.): 


14.) eu ze Hi an); + (L(s, 2—-b)).-,. 


dx 


ds dx 





regnen nenn en . 
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Hieraus 

las bi b)p’(z, fe) (er: b)py (=, w) 

’ dx ed \ dx 2 
(15.) 
\dze ds 

Auf Grund der Wurzeln der Exponentengleichung von F,_,(y,s, x) (vergl. 


No.5 IV.A) No. 8), die aus der Exponentengleichung F,(y,s, x) bei s=s 





er > /ds,-ı ds,\ 
Im Au, ) 


und s=s, hervorgehen, wird die formelle Entwickelung von p\’ (x, s,_,) und 


\ 


\ . . -_ı\ r Ik(s)‘ 
pP” (x,s,) aufgestellt (s. II). Dann erfolgt aus (15.) der Werth von k nr 
i ds 


Man erhält daher in Verbindung mit (4.), (7.) bei4=1,..., o—1 im ganzen ein 
System von o linearen homogenen Gleichungen zur Bestimmung der Constanten 
in %(s), dessen Determinante nicht verschwindet (nach No. 1 II. B 5) oder No. 6 
(21.), wo f(s)=0 o—1 von einander verschiedene Wurzeln hat, daher 


d (s) 4 [3 * 
( K 2) von Null verschieden ist.) 
” Ss s=ed,—1 


Y) Bei dem Punkte b soll s nieht die in @) oder ) angegrebene 
Beschaffenheit haben. Dann soll die Annahme gemacht werden, dass in 
diesem Punkte die ganzen rationalen Funetionen A,(x) bis A,_,(@r) ver- 
schwinden, %(s) in (10.) soll sich also auf «,, redueiren. Man erhält aus (11. 

(16.) Ce 
Der Werth in (16.) links ergiebt sich aus (9.), indem auf die dortige Grösse 
Sg!” aus G,_, die (7.) entsprechende Relation angewandt wird. Es ist als- 
dann nothwendig, dass bei jedem ein- oder mehrblättrigen Windungspunkte 
bei 5 derselbe Werth von «,, hervorgeht. 

B) Nachdem die Constanten «,, (3.) bei einem Punkte a, (a=1,...z 
bestimmt sind, wird eine Gleichung mit einfachen Wurzeln ermittelt, deren 
Wurzeln die Punkte a,,, bis a,,,. sind. 

a) Diese Punkte sind in F,_,(y, s, ©) ausserwesentlich singulär; das 


y 


heisst: die Integrale von F,_,=0 bei jedem Zweige von s bei einem Punkte « 
bleiben einwerthig und stetig. Bei a, und wenigstens einem s sind nicht 
alle Coeffiecienten p'” endlich, da die s verschieden sind. 

(17.) ((2—-4,)Pi}e=., (=x+1,...,.0+8) 
ist dort eine negative ganze Zahl. Es ist also gemäss (3.) bei demselben 
Punkte a, und den o Zweigen s, (A=1,...,0) die Summe 

(18.) B3 fa +2 ++ lea, = N G=xrtl,..2+8) 
eine negative ganze Zahl. 

Journal für Mathematik Bd. CXXIIl. Heft 2. 

















114 Thome, über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten. 


Daher wird 


# 


01 or Dr tes + tn. BE \, 
(19.) en /. 5 N, Er dlog®(®) 
2 2 —d, Per LT —dA, d zT s 
z . . y . { x+/ 
wo Plz) eine ganze rationale Function von x, deren Grad = — EN, und 


“+1 
deren Coeffieienten zu bestimmen sind. Der Grad wird in folgender Weise 
bestimmt. Der Ausdruck (2.) sei durch p!”(s, x) bezeichnet, die o Zweige 
von s durch ss, (A=1,...,0). Dann ist 





0 
IV. ‚oO 1 N 0-? N 
(2U) N OÖ “+ PX! (418) . G 128, r ... 5 (ao) 
vr Sıp®9(8g,,2)= I - 
r l 7.) / . en a, 


* Pr 0 . . er} 
Die Grüssen Is", ...s, ergeben sich vermittelst der Gleichung für s 
l l 
als ganze rationale Funetionen von x, dieselben seien durch M, (x), M,(x) ete. 


bezeichnet. Aus (20.) folgt alsdann 


“ AuM (a) tan ME) ++ 04 
c 3 p0 (8, 2)—e y ı\ ) - _ 
.) N cz — dA, 
(21.) I ® | 
BE y. 2 M, (x) + a. M,(®) Fr... +00 
9x ze -—d, 





Der Ausdruck @,M,(@)+0,NM,(e)+--+0e,, erhält die Form 
(22.) @,M,(a,)+@,M;(a)+ +0, ,1M,-ı(a)+00.,+ (za) Q.(€). 


wo Q,(z) ein Polynom von x ist. Nun hat nach No.41.B) x Np® (s, T) 
R 1 


Rn 
bei e=%®x eine Entwickelung der Form Ie,x ‘. Es folgt also aus (21.), 


(22) durch Entwiekelung nach absteigenden Potenzen von x 
rı M (a,) +00 M, (a,) +..+00, B z+wW N, 


(ISIN r y (k)/ y, De . R 
\oOs)} Mi ) \$ «dh x 2° = 5 PX: 
a % Ey “Pi h 2) — 1 Id, »+1 24, 
Das absolute Glied in dieser Entwiekelung ist F: N. 
“+1 
z £ . “ I] .. “+8 . 
b) Aus (25.) ist nun die Grösse NY: N, zu bestimmen. Der Ausdruck 
+1 


für (= Zr 6,,2))_, geht aus No. 4 (25.), (27.), (28.) hervor, bezogen 


auf F,_,(y,s, 2). Die Grösse S’ in No.4 (25.) bezeichnet hier die Summe 
der Wurzeln der Exponentengleichung von F/,_,.(y, Es’, Ü) bei t=(0 und einer 


: . \ - . f n i de \ r 
einwerthigen Funetion als Zweig von s. Es werde F,(y,s, x) = (5) F'.(y,s; ©) 
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gesetzt, s=t's. Die Wurzeln der Exponentengleichung von F,_,(y, Es’, t) 
bei 2=0 sind ebenso viele Wurzeln der Exponentengleichung von F',(y,t 's',t) 
(Ueber deren Auswahl vergl. No.5 IV. A), No.8.) Die Grösse T’ in No. 4 


(27.) kommt bei einer R-werthigen Funetion, welehe R Zweige von s (R > 1 


.. . 2 co vr \ i dt‘ (m n vr Cor a 
enthält, in Betracht. #" = o. F, l (9; S, l) ua (2) (7, :\Y, 8, 5). F y,s,t 
/dt\ VOR 2 ry . ® 2) r y 
| 77) @,(y,s,;Ö)- T’ bezeichnet die Summe der Wurzeln der Exponenten- 
dl 
eleicehung von @,_,(y, &”"s,{) bei {=0. Die Wurzeln dieser Exponenten- 


! Cs 


eleichung sind ebenso viele Wurzeln der Exponentengleichung von @, (y.Z”""s.S 
bei &=0. Es ergiebt sich dann nach No.4 (28.) 
om(m—.|) 


[7] 
. P . ()) x = er <a ı < r' 
(24.) (x =’ Pı (S;. 4 )). n - .) u >s 7 — I “ 


wo IS, FT sich auf alle ein- oder mehrblättrigen Windungspunkte von 


s beit=0 und auf F,_.(y, s, x) bezieht. 
Es ist nun zuzusehen, ob sich aus (23.) und (24.) für Yı N —r eine 


ganze Zahl gleich oder grösser als Null ergiebt. 
c) Nachdem eine Zahl für den Grad von P(x) (19.) angenommen 
ist, sind die Coeffieienten dieses Polynoms zu bestimmen. Dieses geschieht 


aus Gleichung (23.), nachdem dieselbe durch = dividirt ist. Zu dem Zwecke 


ist die formelle Entwiekelung von Fıp\(s,.x) bei einem der Punkte a, (a=1.....z 
l 
oder bei =» vorzunehmen. Diese Entwickelung ist nach No.4 1. A, B) 


von der Form > c,(2—a,)' bezüglich — Se,2”'. Dieselbe erfolgt aut 
zc—qa,°0 z zu 


Grund der gewählten Wurzeln der Exponentengleichungen von F, ,(y,s, x 
's. ID). Diese formelle Entwickelung sei bei a, = A vorgenommen (bei 2 = x 
ist das weitere Verfahren entsprechend). 

Wenn in (23.), nachdem durch x dividirt ist, nach Potenzen von 2— A 
entwickelt wird, so wird der Ausdruck rechts 


x’ N gg xt+%' (2 — A n 
DE x ‚Ya Be MT N \ 4a) k 
>. P% = — I 3: N, 
\ ) +1 7 > Be 0 De (a,- A)"+! 
\ . +. — E. N, . 4 pr 
is werden also die Grössen I: Ar bekannt und dadurch die Coeffi- 
x+1 (d4— A) 
cienten der Gleichung 
%6 x+x' l N 
26. I \2- ) =V), 
) ”+]1 er A 


15* 
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Aus dieser Gleichung %(z) = 0, in welcher das absolute Glied B nicht ver- 


ztu’ 
schwinden darf, wenn ?(zx) bestehen soll, ergiebt sichh — E& N, =r gesetzt, 
“+1 


(A) , l ) = 

- #(—)= Be). 
Wird nun P?(x) durch den grössten gemeinsamen Theiler von ?(x) und 
dDx 


(27. 


u 


dividirt, so ergiebt sich ein Polynom (x), wo 


dx 

(28.) (2) = (2-4,,)(0 -a,,2), -., (2-4,,.) 
ist. Dieses Polynom hat mit dem Polynom 

(29.) plz) = (z-a,)(7—a,), ..., (2-a,) 


keinen gemeinsamen Theiler, wenn die Wahl der Wurzeln der Exponenten- 
eleichungen, die zur Bestimmung der Constanten «, bis @,, (a=1,..,z) in 
(3.) führte, und entsprechend in (24.) zutreffend war. Wenn der Grad 


\ 
nt x%’ . » 
r=— S:ıN,=(0 war, so wird für z(e) 1 gesetzt. 
l 
> a Zu ae 2 drug 
©) Jetzt wird in F,_,(y, s, x) der Coeffieient von et der dureh 


p\” bezeichnet war 


A, o—1 En A 2 g0—: a a A,.(x 
I) ee + A, 
ur. (p(z)y(e))' Ä 


wo der Grad von A,(@)x’""” gleich oder kleiner als a +7 -1), s=rs 


(a=1,... m—k) 


\ 


semäss No. 2 1. Der höchste zulässige Grad von x in den A,,(z) (.=1,...,0) 


oO / 
ist also bekannt, derselbe sei v. Es wird nun ein in Be) genannter Punkt 
A 


genommen, alsdann der Gleichung (30.) die Form 


31) PP Dr) = hl) + hl) A) +- + kl) lr-A) 
vegeben, wo die Ak(s) Polynome von s höchstens (o—1)-ten Grades mit 
constanten Coeffiecienten sind. Dann ist die formelle Entwickelung von 
p“’(s,r) bei = A und jedem R-blättrigen Windungspunkte (R —1) vor- 


zunehmen (s. II). (Bei 2= x ist das weitere Verfahren entsprechend.) 





a) Der Punkt A sei ein solcher, in dem die Diseriminante der 
Gleichung von s nicht verschwindet. Bei jedem der o bei e=4 ein- 
werthigen Zweigen von s ist in (31.) die Entwickelung der Grösse links 
nach Potenzen von 2—A gegeben. Wird rechts in (31.) 


ö | dk j d’k : 
32) = (et 


gesetzt, so ergeben sich durch Gleichsetzen der Coefficienten gleich hoher 
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Potenzen successive o homogene lineare Gleichungen, deren Determinante 
nicht verschwindet, zur Bestimmung der Constanten in A,(s), k,(s) ete. 

b) Der Punkt A sei ein soleher. in dem die Diseriminante der 
Gleichung von s verschwindet; dann soll A ein Punkt sein, bei dem s die 
Beschaffenheit hat, die in No. 1 II. B 5) oder y) angegeben ist. 

o) Bei dem Punkte A habe s die Beschaffenheit No. 1 II. BP). 


in 


Bei einem R-blättrigem Windungspunkte bei A (RZ 1) wird (2 —- A)" =5 
gesetzt. In (31.) sei die formelle Entwiekelung von ROYAS T) nach Potenzen 
von { gegeben. Die Gleichung (31.) geht über in 

(33) pls, a)(pla)xe)) = kul)+ kl) + + h,()E”. 
In (33.) wird 


nr dks  ., „[fd’k(s) u. 
(34.) k(s) = (k(s)); o+(7 r); +4. I\ Ei 
) - d£ It () 
r Mr .q: Ä dk (s)\ 
gesetzt. Zunächst werden dann’ die Werthe von (k,(s))-_. bis ( u. *) 
al?! /,=N 
bestimmt. Hieraus erhält man gemäss No.1 (10.), (11.) die Werthe von 
an Ik ($ ;) er Ik(s 
(35.\ ( 0 ER eh 
(3 I.) (k(s) x I . ds dsE J: - 


Dieses ist bei jedem der ein- oder mehrblättrigen Windungspunkte bei A 
vorzunehmen. Auf diese Weise ergeben sich im ganzen o homogene lineare 
Gleichungen, deren Determinante nach No. 1 II B 5) nicht verschwindet, 
zur Bestimmung der Constanten in A,(s). Nachdem 4,(s) ermittelt ist, werden 
ir ji 2 AR N . (TR u 

aus (33.) und (34.) die Werthe von (A,(s));_. bis ( jeR- ): bestimmt. 


Alsdann ergiebt sich in gleicher Weise %k,(s) ete. 
P) Bei dem Punkte A habe s die Beschaffenheit No. 1 Il.By). 
Die o Zweige von s sind bei A einwerthig, s, (A=1,...,o) hat in 


I 


A den Werth S,. S, bis S,_, sind unter einander verschieden. S,_,=S 


q3® 





ds,_ - ‘ds, ’ N j h | BR 
( ’ ') verschieden von ( -) - In (31.) wird die Entwickelung (32.) 
dx 2=A dx z=A > \ J 


eingesetzt. Bei s=s, bis s,_., liefert das absolute Glied auf beiden Seiten 
die Werthe von %k,($,) bis A,(S,_,). Beis=s,_, und s, liefert die Differenz 
der Goeffiecienten von r—A auf beiden Seiten 


(36.) Fe). (5 = =) 


Ir dr /x- 


. . dk,(s) . 
und hieraus den Werth von ( R ')  . Man erhält dadurch o homogene 
s S j x 


"0— 
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lineare Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante (vergl. nach (15.)) 
zur Bestimmung der Constanten in 4,(s). Nachdem k,(s) ermittelt ist, ergiebt 
nun beis=s, bis s,_, der Coeffieient von z— A auf beiden Seiten die Werthe 
von k,(S,) bis 4, (8, ,). Bei s=s,_, und s, liefert die Differenz der Coeffi- 
eienten von (2— A)’ auf beiden Seiten 

(37) (4) Ps 1a )) 

ER ds /s=S, 2A 


‚-ı$ de dx 





. r dk $ ’ [ . ® 
und hieraus den Werth von ( ı“ )) . Dieses ergiebt o homogene lineare 
\ s s—S 


o—1 

Gleichungen mit nieht verschwindender Determinante zur Bestimmung der 
Constanten in A,(s); u. s. w. bis 4,(s). 

e) Nachdem die Grössen k(s) in (31.) bestimmt sind, ist der Ausdruck 
(30.) bekannt. Es muss nun der Grad von A,(z)x'@"" sich gleich oder 
kleiner als a(2-+2—1) ergeben, wofern die früher gemachten Annahmen 
zulässig waren. Der Differentialausdruck F,_:(y, s, x) ist damit als ein im 
Bereiche s regulärer bestimmt. Damit nun der Differentialausdruck F,(y, s. X) 
durch das System (1.) darstellbar ist, muss zwischen den Coefficienten p, 
von F,,, den Coeffieienten p®’ von F,_, und deren Differentialquotienten und 
den Coeffieienten g, von f; das oben genannte Gleichungssystem bestehen 
(s. Abh. Bd. 96 No. 2 (14.)). Aus den % ersten dieser Gleichungen ergeben | 
sich suceessiv eindeutig die Coeffieienten g,. Dann ist also nun noch noth- | 
wendig und hinreichend, dass auch die übrigen m—%k dieser Gleichungen 
erfüllt sind. Werden die bezüglichen Ausdrücke, welche verschwinden sollen, 
mit Hülfe der Gleichung von s auf die Form B,(z)s’"+B,(z)s’"+---+B,(z) 
redueirt, wo die B(x) rationale Funetionen von x mit demselben Nenner 
sind, so muss also der Zähler wegen der Irreduetibilität der Gleichung von 
s identisch verschwinden. 


Il. Nach den Untersuchungen in I. ist die formelle Entwickelung 





der Coeffieienten in F„_x(y, s, x) bei einem der dort angegebenen Punkte 
2 =@ bezüglich 2=©o aufzustellen. Hier wird bei einem AR-blättrigen 
1 


Windungspunkte, wo RZ1 ist, (e—a)" = gesetzt, 


R dx — (m—k) 
F,_1(Y; 5, €) Di (Ge) Gn-. (Y, 5, &), 


alsdann ist die formelle Entwiekelung der Coeffieienten von @,_, aufzustellen. 
Dieses geschieht, indem die formelle Entwickelung der Integrale der regu- 
eulären Differentialgleichung @, ‚y,s,&)=0 bei &=0 aufgestellt wird. 











EEE 
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Die Exponenten dieser Integrale gehen aus den angenommenen Wurzeln 
der Exponentengleichung von @,_,=0 hervor (7.), (9), (15.), (24.). Die 


Entwiekelung dieser Integrale, die auch Integrale von @,(y,s,) = 0 sind, 


dr" ’ 5 . . i : 
wo F,, s, x) = (77) G,.(y, s, &) gesetzt ist, erfolgt aus @,(y,s,{) = 0. — 


Verel. das Verfahren bei rationalen Funetionen von z als Coetfieienten in 
be) 


Abh. Bd. 96 No. 6 Il. 


Es ist wesentlich zu bemerken, dass, was die formelle Entwickelung 


von p\” bei einem Punkte, in welchem die Diseriminante der Gleichung 


von s verschwindet, gemäss I. A b) angeht, von dieser Entwickelung in 
l. Abo) bei einem R-blättrigen Windungspunkte nur die R ersten Glieder 
gebraucht werden und in 1. Ab?) bei s=s,_, und s, nur die beiden ersten 
Glieder. Die Wurzeln der Exponentengleichung bei F,_, werden aus der 
bezüglichen Exponentengleichung bei F, entnommen. In letzterer sollen 
diejenigen Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so ge- 
ordnet sein, dass der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der 
der folgenden ist. Wenn eine Wurzel aus dieser für F,, bestehenden Reihe 
bei F,_, übergangen wird, so möge der reelle Theil der zunächst in F,_, bei- 
behaltenen Wurzel um wenigstens / kleiner sein, als derjenige, der zuletzt 
in F,, übergangenen. Dann kommen in den / ersten Gliedern von p\ keine 
unbestimmten Constanten vor gemäss Abh. Bd. 96 No.1 (8), (9.). Weiter ist die 
formelle Entwickelung von p\”(s,x) (a=1.....m) nur bei einem singulären 
Punkte von F,(y,s, x) vorzunehmen ]. Be), ©. Wenn dieser Punkt ein solcher 
ist, in dem die Diseriminante der Gleichung von s verschwindet, so muss s bei 
demselben die Beschaffenheit haben, die No. 1 II. B) in 5) oder in y) an- 


: o 1 s n 
gegeben ist. Wenn bei z=x, 2=_, die formelle Entwiekelung vor- 


genommen wird, wo s=zs gemäss No. 21, so müssen die Zweige von s' 
bei £=0 entweder unter einander verschieden sein, oder s’ bei t=0 die 
Eigenschaft aus No. 1 Il. B 5) oder y) haben. 


> 
S, 
Zerlegung eines homogenen linearen Differentialausdruckes in ein System verallgemeinerter im Bereiche 


einer algebraischer Function normaler Differentialausdrücke. 
I. Der homogene lineare Differentialausdruck F,,(y,s, x) M-ter Ordnung. 
der z und s rational in den Üoeffieienten enthält, sei darauf hin zu unter- 
suchen, ob derselbe sich durch ein System verallgemeinerter im Bereiche s 
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normaler Differentialausdrücke No.5 (8.) darstellen lässt. Zu dem Zwecke 
wird wieder an die Untersuchungen in No. 5 angeknüpft. 

Es waren die in No.5 Ill., IV. in Bezug auf den vorgelegten Diffe- 
rentialausdruck M-ter Ordnung bezeichneten Gombinationen von M möglichen 
determinirenden Faetoren 2 aufgestellt; diese (2 waren nach den in No.5 III. A) 
semachten Angaben in No. 6 ermittelt. Jede dieser Combinationen hat die 
in No.5 11. B) angebene Eigenschaft rücksichtlich der fundamentalen deter- 
minirenden Faetoren aus F,(y,s, x), und die Wurzeln der zu diesen funda- 
mentalen determinirenden Faectoren gehörenden Exponentengleichungen aus 
F, sind gemäss den Angaben in No.5 IV. auf die Abtheilungen überein- 
stimmender 2 in dieser Combination vertheilt. 

Nur eine einzige solche Combination von M 42 giebt es, welche irgend 
einem Systeme, wie No.5 (8.) für denselben Differentialausdruck F,,(y, s, €) 
entspricht, nachdem die Bestandtheile mit übereinstimmendem £2 zusammen- 
gestellt sind. 

Es wird nun ein determinirender Factor 2 = (2, und es werden die- 
jenigen der genannten Combinationen, welche 2, enthalten, herausgenommen. 
Nun ist zuzusehen, ob sich F,, in ein System zerlegen lässt, dessen erster 
Bestandtheil ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialaus- 
druck mit dem determinirenden Factor (2, ist. Der Differentialausdruck 
(27'F,„(42,y,s,x) muss sich dann in ein System zerlegen lassen, dessen 
erster Bestandtheil ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck ist. 
Hierzu kommt das Verfahren aus No.7 zur Anwendung für m=M. Die 
Exponentengleichungen des dortigen Ausdruckes F,_;(y, s, x) haben Wurzeln, 
welche abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen unter den Wurzeln sich 
finden, die in einer der betrachteten Combinationen der Abtheilung, in welcher 
«2, ist, zugetheilt sind, nachdem zu diesen Wurzeln die in No.5 IV. A) 
genannte Grösse —e, die an der bezüglichen Stelle aus (2, hervorgeht, hinzu- 





addirt ist. Ferner muss die Summe der Wurzeln der Exponentengleichungen 
von F,_;(y,s, 2) bei sämmtlichen singulären Punkten von F,,(y, s, 2) ganz- 
zahlig sein, No.5 IV.A. Es seien nun Wurzeln von dieser Eigenschaft 
herausgenommen, die also an jeder in Betracht kommenden Stelle in con- 
stanter Anzahl M—% auftreten. Die Wurzeln irgend einer Exponenten- 
gleichung von F,_,(y, s, =) sind zugleich Wurzeln der Exponentengleichung 
von (T'F(42,y,s,x). Damit sind jene Wurzeln angezeigt; wenn in der 
Exponentengleichung von T’F,({2,y,s, x) mehrere Wurzeln vorkommen, 
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die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so bleibt die Wahl zwischen 
diesen zunächst offen. 

Derjenige Ausdruck F,„_,(y,s, 2) wird gesucht, welcher die höchste 
Ordnung hat. Man beginnt daher zunächst mit einer Combination, in welcher 
(2, in grösster Anzahl Z vorkommt. Ergiebt sich kein Ausdruck F,, 
worin M—k gleich Z ist, so ist zunächst bei M—k= L—1 zu untersuchen, 
ob bei einer Combination die Summe der angegebenen möglichen Wurzeln der 
Kixponentengleichungen von F,,_,(y, s, ) bei sämmtlichen singulären Punkten 
von F,/(y,s, x) ganzzahlig ist, und in diesem Falle das Verfahren aus No. 7 
anzuwenden, u. S. w. 

Wenn nun ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential- 
ausdruck mit dem determinirenden Faetor 2, ermittelt ist, welcher in einem 
Systeme für F,(y,s, x) den ersten Bestandtheil bildet, so sind nur noch die- 
jenigen Combinationen der M42 zulässig, welche diesen Bestandtheil — in 


>) 


jezug auf den determinirenden Factor (2 und zugetheilte Wurzeln der Ex- 


ponentengleichungen — umfassen. Dann wird aus diesen Oombinationen 
ein zweiter determinirender Factor 2 = 42, genommen und mit diesem das- 
selbe Verfahren auf 27'F,(f2,y,s, x) angewandt u. 8. w. 

Die auf diese Weise erhaltenen verallgemeinerten im Bereiche s nor- 
malen Differentialausdrücke gleich Null gesetzt, liefern Differentialgleichungen, 
deren Integrale unter einander linearunabhängig sind (No. 53 II. D). Dieses 
sind die Hauptunterdifferentialgleichungen der Differentialgleichung, in weleher 
diese Integrale vereinigt sind, F.,(y,s,2)=0. F,, ist durch ein System 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentiatausdrücke darstellbar 
(N0.3 11. ©), F,,, sei N-ter Ordnung. F,, ist alsdann zerlegt in 


(1.) F.,(y, S, €) m. y, Pu-(Y; $,T. 


Die noch vorhandenen Combinationen von M42 sind nun weiter in 
folgender Weise zu behandeln. Aus jeder dieser Combinationen werden 
gestrichen N2, welche mit den 2 in F,,, übereinstimmen, und diejenigen 
zugetheilten Wurzeln der Exponentengleichungen von F,(y,s, x), welche 
sich auch in F,,, vorfinden. Mit den übrig gebliebenen Combinationen von 
(M—N) der 42 ist dann in derselben Weise in Bezug auf 7, _,(y,s,x) zu 
verfahren. In #,_,(y,s, ©) können neue singuläre Punkte hinzutreten; die- 
selben werden nach den Angaben Abh. Bd. 91, S. 179, Bd. 96 No. 11 II. 
im allgemeinen durch rationale Operationen ermittelt. 

Journal für Mathematik Bd. OXXIII. Heft 2. 16 
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Das vorhin angegebene Verfahren ist entsprechend anzuwenden, wenn 
untersucht werden soll, ob der Differentialausdruck F,,(y,s, x) sich in ein 
System wie No.» 2. zoo lässt; und ebenso, wenn in der canonischen 
Form (No. 5 IIL) für F,, ein nieht normaler Bestandtheil von höherer als 
erster Ordnung wechtunheh ist. | 

Il. Bei dem in I auseinandergesetzten Verfahren kam die in No. 7 
dargestellte Methode zur Anwendung, einen Differentialausdruck in ein System 
zu zerlegen, dessen erster Bestandtheil ein im Bereiche s regulärer Ditferential- ; 
ausdruck ist. Es war bei dieser Methode vorausgesetzt, dass der im Bereiche 
s reguläre Differentialausdruck dem in No. 2 I. angegebenen Typus angehört. 
(Um von einem Ausdrucke F,,, (1.) die Hauptunterditferentialgleichungen zu 
bilden, kann man in folgender Weise verallgemeinerte im Bereiche s nor- 


male Differentialausdrücke fi, = (fun (2 y,s, a) wählen. Die Bedingung 
für 2, bei e= oo No. 6 (16.) wird durch den Theil von g(s, x) bei einem ; 
Punkte a No. 1 (2.) erfüllt. Bei einem der Punkte a und bei den Punkten 5b 
N0.7 Abe, P) wird der Theil von g(s, x) von der Form No. 1 (3.) genommen ' 


und von einem f, zum anderen verschieden; in f,(y,s, x) No.2 (1.) seien 
bei diesen Punkten die Wurzeln jeder Exponentengleichung nicht um ganze 
Zahlen verschieden, bei den Punkten 5 No.7 1. Ab,y) wird die dort an- 
gegebene Bedingung erfüllt.) 

Ks kann jedoch auch der Fall vorkommen, dass F,(y,s, 2) nur dureh 
ein solches System verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential- 





ausdrücke darstellbar ist, in welchem der zu dem ersten Bestandtheile ge- 
hörende im Bereiche s reguläre Differentialausdruck nicht von dem "Typus 
aus No. 21]. ist. Um einen derartigen Ausdruck zu bilden, seien zwei ver- 
allgemeinerte in s normale Differentialausdrücke erster Ordnung mit ver- 
schiedenen determinirenden Factoren genommen, deren zugehörige im Be- 
reiche s reguläre Differentialausdrücke nicht dem Typus in No. 2 1. an- 
gehören. Diese Differentialausdrücke erster Ordnung werden gleich Null 
vesetzt und die Integrale dieser Differentialgleichungen in einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung vereinigt. Deren Differentialausdruck ist durch 
ein System verallgemeinerter in s normaler Differentialausdrücke darstellbar 
(No0.3 11. ©). In irgend einem solchen Systeme unzerlegbarer Differential- 
ausdrücke, welches denselben Ausdruck darstellt, ist der an der Spitze 
stehende Bestandtheil ähnlich einem der beiden ursprünglichen Ausdrücke 
N0.511.A. B) und kann von diesem nicht verschieden sein, weil die Differential- 
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id € 


eleiehung zweiter Ordnung sonst mehr als zwei linearunabhängige Integrale 
hei demselben Zweige von s enthielte (No. 3 II. D). — 

Wenn die determinirenden Faetoren in dem Systeme No. 5 (8.) für 
F,(y,s, 2) nur z nicht auch s enthalten, so ist, welches auch die Form der 
zu den Bestandtheillen des Systems gehörigen im Bereiche s regulären 
Ditterentialausdrücke sein mag, die Integration der Differentialgleichung 
F,(y,s, 2)=0 im den Abh. Bd. 121, 122 vermittelst der Connexdifferential- 


: gleiehung von F,= 0 behandelt. Vergl. No.5 IV. B). 
| y, 
Die Integration der linearen Differentialgleichung, deren Differentialausdruck durch ein System vera 
eemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellbar ist 
In einem verallgemeinerten im Bereiche s normalen Vifferentialaus- 
;; drucke f,@, s, €) ist gemäss No.5 I. B) bei einem Punkte 2=.« und einer 






yunsange Entwiekelung von s ein fundamentaler determinirender Factor 


f 


de", w=( oder von der Form Fe ‚(@—-e)”" vorhanden und f,(y,s, x 


44 
KZ 1 


.e"f,(e”y,s, x), wo der Ausdruck f,(y, s, x), welcher bei x = « einwerthige 


/s 


und abgesehen von diesem Punkte stetige Coeffieienten hat, ein bei = = « 

regulärer ist. e”f,(e”"y,s, x) ist ein bei 2=« normaler Differentialausdruck 

vergl. Abhandlung Bd. 96 No. 9). Bei einem AR-blättrigen Windungspunkte 
de\ 


setzt, f,(y,s,2)=\ 18) 9 5 6). 


In g,(y,s, ©) ist bei ©=0 ein fundamentaler determinirender Factor e”, # =V 


R>1) bei z=«a wird (2-a)“ =|G gı 


oder von der Form Ne ‚S' vorhanden; g(y, s,£) = e”g,(e”y,s,Ö), wo der 
l 

Ausdruck g,(y, s, ©), welcher bei {=0 einwerthige und abgesehen von diesem 
Punkte stetige Funetionen von & zu Üoefficienten hat, ein bei 5 = 0 regulärer 


Differentialausdruck ist. e"g,(e””y, s, Z) ist ein bei &=U normaler Differential- 


ausdruck. Bei einem Systeme verallgemeinerter im Bereiche s normaler 
Differentialausdrücke kommt bei Substitution von (e—e)“ = Formel No.5 (7, 
1 
zur Anwendung. Durch Substitution von (e—-e)” =Z (Rz1) (bezüglich 
l 
hie=»x z=t", t" ={) geht das ursprüngliche System in ein System bei 
<=0 normaler Differentialausdrücke über. Die Grundlage zur Integration 
der Differentialgleiehung F,,(y, s, 2)=0, wenn der Differentialausdruck F,(y,s.x 
16* 
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durch ein System No. 5 (8.) oder (11.) dargestellt ist, bilden daher dieselben 
Integrationsmethoden wie diejenigen für den Fall, dass der Differentialaus- 
druck durch ein System normaler Differentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 8) 
segeben ist, die in Abh. Bd. 96, dritte Abtheilung aufgestellt sind. 


Die Integrale der von & abhängenden Differentialgleichung treten 
unter der Form von Systemen normaler Elementarintegrale auf. Specielle 
Uonvergenzbetrachtungen sind zur Aufstellung dieser Integrale nicht er- 
forderlieh. 

Zum Ausdrucke der durch unbestimmte Integration zu bildenden 
Funetionen werden die dort bezeichneten bestimmten Integrale verwandt. — 
Hierbei ist zu Abh. Bd. 96, S. 242 (vergl. Abh. Bd. 119, S. 142) zu bemerken, 
dass zur vollständigen Darstellung der Grössen «, wie dieselbe den dortigen 
Angaben entspricht, die Connexdifferentialgleichung von e””f,(e”’y,s,x) =) 
bezüglich e””g,(e”y,s,{) = 0 gebraucht werden kann. 


Es kann nun weiter auf das Frühere hinverwiesen werden. 


I. Die homogene Differentialgleichung. 


Nachdem bei einem AR-blättrigen Windungspunkte die Integrale der 


von & abhängenden Differentialgleichung aufgestellt sind, ist dann für 5 
l 


wieder (2—e)" einzuführen. Dieses und die weitere Behandlung der Inte- 
orale eeschieht nach den Angaben Abh. Bd. 115 No. 3, wobei Abh. Bd. 115 
! bee) oO 

N0.6, 8. 133, 134, No. 7 III. zu vergleichen ist. — 


Wenn die ermittelten Integrale der vorgelegten homogenen linearen 
Difterentialgleichung durch diejenigen ihrer Connexdifferentialgleichung aus- 
vedrückt werden sollen, wobei die Figenschaft letzterer Integrale, die in 


Abh. Bd. 121 No.7 1. A) und B) angegeben sind, in Betracht, kommen, so ist, 
1 


nachdem (@—e)“=L (RZ1) in die ursprüngliche homogene lineare Diffe- 

ventialgleichung eingeführt ist, ein Integral derselben mit dem Gruppen- 

exponenten e (vergl. Abh. Bd. 121, 5. 19) durch die linearunabhängigen Inte- 
1 


grale der Connexdifferentialgleichung, in welche (e—e)” ={ eingeführt ist, 
mit demselben Gruppenexponenten darzustellen. Durch Differentiation ergiebt 
sich zur Bestimmung der Constanten ein System linearer Gleichungen, dessen 
Determinante nieht identisch verschwindet. 
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de 


Il. Die nicht homogene Differentialgleichung. 
Ueber den zweiten Theil der nicht homogenen Differentialgleichung 
werden die Voraussetzungen aus Abh. Bd. 107 gemacht. 


Nun kann entweder die Methode der successiven Integrationen ver- 
mittelst integrirender Faetoren angewandt werden unter Bezugnahme auf 
die Angaben in Abh. Bd. 115 No. 4, No.7 oder die Methode der Variation 
der Constanten gemäss Abh. Bd. 115 No.4, Bd. 121 No. 8. 


10. 
Eine Anwendung auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

I. Eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
deren Coefficienten rationale Funetionen der unabhängigen Variablen x allein 
sind, F,(y, 2) = sei vorgelegt. Dieselbe sei die Connexdifferentialgleichung 
(vergl. Abh. Bd. 122 No. 3 III.) einer homogenen linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung, deren Üoeffieient rational z und eine zweiwerthige alge- 
braische Function s enthält, f,(y,s, 2) =0. Für s kann unbeschadet der All- 
semeinheit YP(x) gesetzt werden, wo P(x) eine ganze rationale Function 
von z ist und P(x) = 0 keine mehrfachen Wurzeln besitzt. 

Wenn f‚(y,s, x) ein im Bereiche s normaler Differentialausdruck ist, 
(Abh. Bd. 122 No. 1 II.), also der determinirende Factor nur x nieht auch s 
enthält, so ist F,(y, x) ein normaler Differentialausdruck mit demselben deter- 
minirenden Factor und ebenso umgekehrt (l. ce. No.1 V.) Bei einem nor- 
malen Differentialausdrucke m-ter Ordnung mit dem determinirenden Factor 


‘2 bestimmt sich ir unmittelbar aus dem in Partialbrüche zerlegten 


Üoefficienten des (m—1)-ten Differentialquotienten, und nachdem £2 bestimmt 
ist, erhält man unmittelbar den zugehörigen regulären Diftferentialausdruck. 
Ist F,(y, x) ein normaler Differentialausdruck, so soll derselbe hier nicht 
weiter behandelt werden. 

Es soll also F;,(y, x) nicht ein normaler Differentialausdruck sein und 
untersucht werden, ob F,(y.x) = 0 Connexdifferentialgleichung von f,(y,s,x) = U) 
ist, wo fi(y,s, x) ein verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differential- 
ausdruck ist, dessen determinirender Factor thatsächlich s enthält (No. 1 Ill. A). 

Alsdann ist F,(y, x) nicht zerlegbar, so lange rationale nur von x 
abhängende Üoeffieienten in Betracht kommen (No. 3 D). Dagegen ist F,(y, x) 


C 


in ein System von zwei Differentialausdrücken erster Ordnung, die x und s 
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rational in den Coeffieienten enthalten, zerlegbar, dessen erster Bestandtheil 
fı(y,s,®) ist (No.3 (1.)). Die Integration von F,(y, 2) = 0 wird durch die- 
jenige von fi(y,s, 2) = 0 geleistet. 

f‚(y,s, 2) hat nach No. 1 die Form 


(1.) (y5, 0) = 2), 


2 = e/’%9= g—=yYP(z). Der Ausdruck g(s, 2) besteht aus Theilen der 
Form 


’IN aut as a + as ARE G,-2+ ar—2$ 
Pe (z— a) r (2 — a)! 1 (za) 

3.) Bot fs , Bıtßis , | Bert Bes 
Sa (zb) ° (2 — be! ER (eb)? 
(4.) M,(&) + M,(a)s. 


Die Punkte a (2.) sind solche, in denen P(x) nieht verschwindet, die Punkte 
b (3.) sind solehe, in denen P(x) verschwindet, die «, «', $ #' Constanten 
M,(x) M,(&) Polynome von x; es brauchen nicht Theile aller drei Arten 
(2.), (3.), (4) in g(s, x) vorzukommen, wohl aber muss s darin enthalten 
sein. Der im Bereiche s reguläre Differentialausdruck fi(y,s,x) gehört 
nach No.2 Il. D nothwendig dem Typus No. 2 (1.) an: 


(50 \ dy ig A,(z)s+ 4, (x) m 
nn d. px) nr 
(6°.) y(z) = (r-a) (27 —a,)... (T-a,), 


wo die @,, @, ..., a, alle unter einander verschieden sind, darunter können 
auch Punkte 5b, in denen P(x) verschwindet, vorkommen. Der Grad von 
P(z) ins=YP(«) sei 2! oder 2!—1; der Grad von A, @)e"""(=1,2 
ist höchstens gleich <— 1. (Steht statt p(x=) 1, so müssen A,(z) und A,(®) 
verschwinden.) 

Wird der Coefficient von y in f(y, s, x) durch —p bezeichnet, so hat 
also p den Ausdruck 

(6.) p= A(z)s+B(e«), 

wo A(x) und B(x) rationale Funetionen von x sind; wenn A(«) in Partial- 
brüche zerlegt ist, so müssen die Glieder, welche im Endlichen in erster Ordnung 
A,(®) 
y(®) 
kleiner als der von p(z) ist, ausserdem müssen noch andere Glieder in A(x) 
vorkommen. B(z) ist eine beliebige rationale Funetion von =. 


unendlich werden, den Ausdruck — bilden, so dass der Grad von A,(z)x' 
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Das Integral von f,(y,s, 2) =0 und von fi (y,—s,2)=V erfüllt F,(y, x) =0. 
fi (y,—s, €) Ist gemäss (2.) bis (5.) ein verallgemeinerter im Bereiche s nor- 
maler Differentialausdruck, dessen determinirender Factor verschieden von 
dem in fi(y,s, x) ist. Daher ist F,(y, x) durch ein System zweier verall- 
gemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellbar; der deter- 
minirende Factor des einen geht aus dem des anderen dureh Vertauschung 
von s mit —s hervor (No. 3 II. C, D). 

II. A) Die algebraische Function s=YP(x) ist hier noch unbekannt 
und muss zuerst ermittelt werden. 


Aus der Differentialgleichung 
; dy 
(7.) Fri 2 Be (. 


wo p den Ausdruck (6.) hat, ergiebt sich 


(8.) y=e/’®. 
Bei einem Punkte 5, für den P(x) = 0 ist, besteht die Entwiekelung 


(9.) SA (z)YP(z)de = Ve -b(2—b) Fe, (c—b)", 


wo k ganzzahlig ist. Daraus folgt wegen der unbedingten Convergenz von (9. 


g 
(10.) e/iaYPAla)de _ Ug-— b)+Y2—bV(z—b), 
wo U(r—b) und V(r—b) bei z= b einwerthig und abgesehen von diesem 
Punkte stetig sind. Weder U(e—b) noch V(z—b) kann verschwinden, weil 
sonst der Differentialquotient des Logarithmus der Grösse rechts in (10. 
einwerthig wäre. Ferner ist 
(il. ef _ (2-bYW(z-b), 


wo W(z—-b) bei 2=b einwerthig und abgesehen von diesem Punkte stetig 
ist. Hieraus folgt, dass die Ditferentialgleichung F, 'y, &) = 0 mit einwerthigen 
Funetionen von x als Üoefficienten bei e=b zwei linearunabhängige Inte- 
grale mit den Exponenten r und r+J (abgesehen von den zu addirenden 
ganzen Zahlen) besitzt. Daher ist der Punkt b ein singulärer Punkt von 
F(y,2)=d. 

B) Bei einem Punkte db, für den P(x) = ist, wird (r—b)' ={ ge- 


ben) 


” en ve, 
setzt, wodurch F;(y, x) = (=) G,(y,S) Fly. x) =0 hat die beiden Inte- 


grale e’, wo 


(12.) 5 = ((#12-bAl) 


P(z) 


cz —b 


+ B(&) )dx. 
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Es ist 

IN 2) m 4 a 2m 4 2a 
(13.) A@)\,_; = aD" Zal@-b" = "306 
(14.) B(z)= (2 -b)" Ec\(@-bV =" Sell", 


wo m und m’ ganzzahlig sind. Daher hat G@,(y,&) = 0 die beiden Inte- 
grale e’, wo 


(15.) T= /(ac * ab" +C" Zorc")2Lal. 


a) Bei {(y,s,2) = Rfı(Q"'y,s,x) (1.) soll in us =g(s, €) 


dem Theile bei @=b s vorkommen. Dann beginnt in (13.) die Entwickelung 
von A(x) mit ig: wo u —2. Also ist in (13) m=-u=s. —2, c, von 
7 : aueh Ä . A .; 
Null verschieden. In (15.) it 2m+2 = —2. Aus e” folgt, indem in de 


die Potenzen von G°' mit Exponenten — 2 zusammengefasst werden, dass 
G,(y,ö) bei ©=0 zwei verschiedene fundamentale determinirende Factoren 
hat. Zu jedem kann nur eine Exponentengleichung ersten Grades gehören 
(No.5 1. Ac). Ause” folgt weiter, dass die Wurzel der Exponentengleichung 
bei jedem der beiden fundamentalen determinirenden Factoren eine und dieselbe 
Grösse ist. 


“2 (1.) hat, nachdem (e—b)? ={ gesetzt ist, die Entwickelung e” PINS 


wo e” ein fundamentaler determinirender Factor von @,(y,&); der andere 
sei e”. Daher hat 2" F,(2y, x), nachdem (e—b)? ={ gesetzt ist, die funda- 
mentalen determinirenden Factoren 1 und e”"“. Bei jedem derselben ist 
die zugehörige Exponentengleichung ersten Grades. Bei dem regulären 


Integrale y aus f(y,s,2)=0, (e—-b)'=L, und bei derselben Entwickelung 
von s ist alsdann aus 27"F,(2y, x) = 0, (c—b)!={L, die Entwickelung von 


diogy 


;g (die bei dem Verfahren von No. 7 gebraucht wird) eindeutig bestimmt. 
ds 


b) Bei vs, )-Rfl@"4,.,0) (1) soll in RL on 
) Y, Y dı 9\8, 


dem Theile bei z=b s nieht vorkommen. Dann beginnt die Entwiekelung 


Ä * c Li * . [2 * 
von A(x) mit 2 oder mit e (z—b)", wo n eine positive ganze Zahl ist. 


Daher ist in (15.) 2m +2 0. Aus e” folgt, dass G,;(y, . beiö=0 einen 
fundamentalen determinirenden Factor hat. Derselbe sei e”. e”"G;,(e”y,C) = 
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. c . “. dlogı .. z - . 
hat bei ©=0 zwei reeuläre Interrale. da 57 oeemäss (15.) zwei ver- 
- be) ee d be) \ 
C 


schiedene Ausdrücke hat. Diese beiden Integrale, welche aus e’, nachdem 
mit e ” multiplieirt ist, hervorgehen, beginnen in der Entwiekelung mit der- 
selben Potenz Z’. Es muss also durch die Differenz derselben auch ein 


Integral e””@,(e”y, &) = 0 hervorgehen, welches mit { '” beginnt, wo » eine 
von Null verschiedene positive ganze Zahl ist. r und r+n sind die Wurzeln 


=UV. 


der Exponentengleichung von e "@,(e"y, Ö) 


2 (1.) hat, nachdem (2 —b)! = gesetzt ist, die Entwiekelung e" I %h,E, 
;, von Null verschieden, wo e” der fundamentale determinirende Factor von 
7,(y,5) bei &=0. Daher hat 27'"F,(2y, x), nachdem (2 —b)' = {[ gesetzt 
ist, den fundamentalen determinirenden Faetor 1. Die Wurzeln der zu- 
eehörigen Exponentengleichung sindrundr-+n. Das Integral y aus f\/y.s,2)= 0, 
(e—-b)‘ =Z£, geht aus e”, nachdem mit e”” multiplieirt ist, hervor und gehört 
dlogy 
de 


und £’ gebraucht. 


zu dem Exponenten r. Von der Entwickelung von werden nach 


N0.7 1. Be) die beiden ersten Glieder I 


ae) Wenn 7 —2 ist, so beginnt die Entwiekelung von y (abgesehen 


nn 


von einem eonstanten Factor) mit C”+eS "++ +kG"'"+.., wo k eine 

willkürliche Constante, während die vorhergehenden Coefficienten bestimmt 

s , x r > SO — 

sind. Daher sind in der Entwiekelung von IE die Coefficienten der Glieder 
de 


GC" und & 


) 


auch bestimmt. 


Dieser Fall tritt ein, wenn die Entwickelung von A(x) mit (2e—b)", 


na — 0 beginnt. Dann ist in (15.) 2m; +2 2: n=3. Es ist dieses also 
\ A, (x) fd; aN %e . . 
der Fall, wenn — (5°) für e=b endlich ist. 
y(«) 

) + . ° ° . . dlory . nr 

P) Wenn n=1 ist, so ist in der Entwickelung von 12 der Coeffi- 
cient von &' bestimmt, von ©’ unbestimmt. Dieses ist der Fall, wenn die 
r i N C N Ale) ,, ” 
Entwickelung von A(z) mit 7 beginnt, ‚wenn also b*) für z=b 


Y (7), 
unendlieh wird. 


C)a) Bei (y,s,2) = R2f,(R"y,s,x) wird der Fall betrachtet, wo 


.  diog® \ h h 

in —, = 968,8) ein Punkt a, in welchem P(zx) nicht verschwindet, 
er 

vorkommt. 
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F,(y, 2) = hat die beiden Integrale e’, wo 


(16.) S = /(+A(e)VP(x) + B(x))dr. 


Es ıst 


E22 
A7N\ Peer; . \m x \a 
(17.) A(z)\P(x) = (r-a) 2 c,(2—- a) 
N N m’ = 
(18.) B(z) = (2-a)" 3 ce, (c—a)), 
0 


wo m und m’ ganzzahlig sind. Bei dem Punkte a soll s in g(s, x) ent- 


[2 v y [3 \ * . C D . 
halten sein. Die Entwiekelung von A(z) beginnt dann mit Taf Wr 
L— A =— 
Ku } un ER a 2 0 
also ist m= —1 = —2, c, von Null verschieden. Aus e® folgt, indem in F 
RE T 
die Potenzen von (e—a) ' mit Exponenten — 2 zusammengefasst werden, 


dass F,(y,x) bei r=a zwei verschiedene fundamentale determinirende Factoren 
hat. Kommt s in g(s, x) bei a nicht vor, so hat F;(y, x) dort einen funda- 
mentalen determinirenden Factor. 


d log (2 


b) Bei fi(y,s, x) = 2fi(42""y,s, x) wird in Fr CE) der Punkt 
x = x behandelt. 
e) P(x) sei von dem Grade 21. Es ist 
L . 
(19.) +4A2)3 Pie) = Le" Ze”, 


wo m eine ganze Zahl, 


(ZU.) (X) a" ee", 
# 

m' ganzzahlig. Wenn bei@x= x s in g(s, x) vorkommt, so ist m I, ce, von 

Null verschieden. Aus e” (16.) folgt, dass dann R;(y, x) bi =» zwei 

verschiedene fundamentale determinirende Factoren hat. 


IN 


>) P(x) sei von dem Grade 2/—1. Es ist 


(21.) +A(z)YP(&) = ti =" 2 re, 
wo m eine ganze Zahl. 
(22). B(e) = a" 2cL,.”, 
l 


m ganzzahlig. F,(y,a)=0, r= ; Yt = hat die Integrale e’ 


DI T Pie: fi + ” - (?!m+1) x rau 7 — Im’ x ' Far —25°)dZ 
\eoO., — u u C_,5 ı 8» (15 ( 2 =° 


Wenn bei @=x s in g(s, x) sich findet, so it m 1-1, c, von Null ver- 


schieden. 
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Ä U hd y \ | - . ' F . 
Aus (23.) folgt, dass dann in Rx), = ,, It=5, bei 2=0 zwei ver- 


schiedene fundamentale determinirende Factoren enthalten sind. Werner ergiebt 
sich aus (23.), mögen bei {= (0 zwei oder ein fundamentaler determinirender 
Factor vorkommen, dass in Bezug auf die Wurzeln der Exponentengleichungen 
dasselbe gilt wie in Ba,b). 

ec) (2 (1.) hat, wenn in dem Falle b, «) s vorkommt (entsprechend ist 
es in dem Falle a), die Entwickelung e” «r' Ek,2', wo e"” ein fundamentaler 

0) 

determinirender Factor von RB, (y,x) bei e=x, der andere sei e”. Daher 
hat AR, (2y,x) bei e=»x die fundamentalen determinirenden Factoren 


Ih 


l und e” Die zu jedem zugehörige Exponentengleichung ist ersten 
(rades. Dadurch ist bei dem regulären Integrale y aus f,(y,s,c) = 0 die 
d log y 
dz 


stimmt. (Eine solche Entwickelung wird bei dem Verfahren in No. 7,1, B, C, II. 


Entwiekelung von bei e=o aus 27F,(2y,x)=0 eindeutig be- 


eebraucht). 2 (1.) hat, wenn in dem Falle b, 5) s vorkommt, nachdem 


1 . i i TE | 
=, Yt={£ gesetzt ist, die Entwiekelung e”" £%A,S, wo w, ein funda- 
ınır . Ro . 4 | 
mentaler determinirender Factor von F,(y, x), x = „» Yı=!5. Der andere 


- 7 — a \ | co . . 
sei e”. Daher hat (27'F,(2y, x), nachdem x = „> Yt=Z gesetzt ist, bei 


C=0(0 die fundamentalen determinirenden Faetoren 1 und e”-", Die zu 


jedem zugehörige Exponentengleichung ist ersten Grades. Bei dem regu- 


> ” 


e. . . y . dlog ı . - . . 
lären Integrale y ist dann die Entwiekelung von ;: ” bei {=0 eindeutig 
us 
I _ 1 
aus "F,(2y,2)=0, wo 2 = ‚„‚ !t=S gesetzt ist, bestimmt. 
Ill. Es seien nun bei den singulären Punkten von F;(y, x) = (0 (bei 


den Punkten, in welchen die rationalen Coeffieienten unendlich werden, 
ausserdem bei 2 = x) die fundamentalen determinirenden Factoren und zu- 
gehörigen Exponentengleichungen aufgestellt. (Diese Aufgabe ist ausführlich 
behandelt in No, 2. der Abhandlung Bd. 117, wo die Zerlegung von F;(y, ®) 
in ein System von zwei Differentialausdrücken ersten Grades mit rationalen 
Funktionen von x als Üoeffieienten vorgenommen ist). Die Punkte, in denen 
P(x) ins=YPx) verschwindet, finden sich unter den singulären Punkten von 
F,(y,2)=0 (IIA.) Bei einem singulären Punkte «@ sei (e—e)' = [ gesetzt, 


4 i ea\-° _ a ; a 
wodurch F;(y, x) = (3E) @,(y,<). Die fundamentalen determinirenden 


17* 
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Factoren von @,(y,&) bei {=0, gehen aus denen von R,(y,x) beiir=e«e 
hervor, indem 2—e ={’ gesetzt wird; die Wurzeln der zu jedem fundamen- 
talen determinirenden Factor von F,;(y, x) gehörigen Exponentengleichung 
mit 2 multiplieirt, geben die Wurzeln der zu dem entsprechenden fundamen- 
talen determinirenden Factor von @, (y,{) gehörenden Exponentengleichung. 
(In einem homogenen linearen Differentialausdrucke m-ter Ordnung mit 
R 


rationalen Ooefficienten F,(y, x) bleibt, wenn 2-a=[ 


mi \ 


gesetzt wird, der 
charakteristische Index ungeändert gemäss Formel (5.) Abh. Bd. 115 No. 5. 
Die Wurzeln der ursprünglichen Exponentengleichung mit R multiplieirt 
sind die Wurzeln der neuen Exponentengleichung, wie sich durch das Ver- 
fahren Abh. Bd. 96 5.198, 199 ergiebt. Dieses ist weiter auf e””F,(e”y, x) 
anzuwenden). Der singuläre Punkt @ von F;(y, x), bei dem (2— eo)’ = gesetzt 
ist, sei ein solcher, für den P(x) verschwindet. Daun müssen die Wurzeln der 
zu den fundamentalen determinirenden Faetoren von G@;,(y,{) gehörenden Ex- 
ponentengleichungen, wenn zwei verschiedene fundamentale determinirende 
Factoren vorhanden sind, einander gleich sein, wenn nur ein fundamentaler 
determinirender Factor besteht, sich um eine von Null verschiedene ganze Zahl 
unterscheiden (11. Ba, b). 

Damit sind also die möglichen Werthe, für welche P(x) verschwindet 
bestimmt, und demnach unter Berücksichtigung, dass wenn P(x) von ungeradem 
Grade ist, F,(y, x) bei x = w die Bedingung HI C b 5) erfüllen muss, auch die 


möglichen Ausdrücke P(x) bekannt. 

Nachdem s= } P(x) ermittelt ist, wird nun zur Zerlegung von F;(y, x) 
in ein System, dessen erster Bestandtheil / (y,s, x) sein soll, das Verfahren 
aus No. 9, 6, 7 angewandt. 

Die hier vorliegende Function s hat bei jedem Windungspunkte im 
Endlichen die in No.1 11. B,?) angegebene Beschaffenheit. Bei 2=x 


. ] ' 7 > Ban l 
wird s=x's gesetzt; dann hat s, wenn P(x) vom Grade 27 ist, für rn: 


'=() zwei von einander verschiedene Werthe, wenn P(x) vom Grade 2/—1 
ist, bei 2=0 die in No. 111. B/) genannte Eigenschaft. Es ist nach 
No. 2 II. D die Form des im Bereiche s regulären Differentialausdruckes (D.) 
hier nothwendig, ferner ist die Ermittelung der allgemeinen Ausdrücke des 
determinirenden Factors (2 gemäss No. 1 (2.), (4.), (6.), welche möglich sind, 


hier bestimmt No. 5 1II., No. 6 L, II. B, IIIL.), bei welchen do also s 
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enthalten soll, wobei die in II C), angegebenen Bedingungen erfüllt sein 
müssen. Combinirt nach No. 5 III. B werden hier nur solche zwei £2, die 
durch Vertauschen von s mit — s auseinander hervorgehen. 

Alsdann ist auf den Differentialausdruck 2"F,(f2y, x) das Verfahren 
No. 7 anzuwenden, um zu ermitteln, ob derselbe in ein System, dessen 
erster Bestandtheil f;(y,s, x) sein soll, sich zerlegen lässt. Hierzu ist Fol- 
gendes zu bemerken. Nach No.7 1. Abo) ist bei einem Punkte b, in 
welchem P(x) verschwindet, in Bezug auf das reguläre Integral y aus 


i ’ R i - j dloey . 
fi, y,s,2)=0, (2 -b)={, die formelle Entwiekelung von »” in den 
N dcs 
zwei ersten Gliedern =" und © erforderlich. Nach II. B) ist diese Entwicke- 
. . Y \ . . A rl . 
lung bestimmt, so lange nicht der Fall B b >) eintritt, d.h. wenn 7 in 
f zT 


(5°) in einem Punkte 2=b unendlich wird, ohne dass der Ausdruck 
dlog 2 
dx 


abgesehen, so sind die genannten formellen Entwiekelungen bestimmt. So- 


= g(s,x) bei demselben Punkte 5 s enthält. Wird von diesem Falle 


dann ist nach No. 7 I. Be); C); II. bei einem der singulären Punkte von 


2TF,(2y,x)=0 im Endlichen und jedem der ein- oder zweiblättrigen 
1 


Windungspunkte in s, (@-eo)" =G, (2 ZR), oder bei 2e=x in Bezug auf 


das reguläre Integral y aus f,(y,s,2)=0 die formelle Entwieklung von 


dlog y a En : i 4 s \ 
Ir erforderlich. Für diesen singulären Punkt kann man hier immer 
( >) 
. . . d log () j \ 
einen solehen nehmen, bei dem in dem Ausdrucke von -—- —=g(8s, 8) 


dc 
s vorkommt da bei diesem Punkte s, bezüglich s bei =, die in No.7 II. 
angegebene Eigenschaft hat, und nach Il. Ba) Uc) bei diesem Punkte, wo 
2TF,(2y,x) zwei fundamentale determinirende Factoren hat, die genannte 
Entwickelung bestimmt ist. 
Wenn man also von folgendem Falle absieht — in einem Punkte b, 
in welchem P(x) verschwindet, wird der Factor von s in dem Ausdrucke (5*.) 


(dem zu f(y,s, x) gehörenden im Bereiche s regulären Differentialausdrucke) 


. . 24 ui dloe 2 ) r 
unendlich und zugleich enthält der Theil in dem Ausdrucke von Ir 95€ 
bei demselben Punkte 5 nicht s — so muss sich bei der Untersuchung, ob 


der Differentialausdruck 2" F,(2y, x) nach dem Verfahren von No. 7 in ein 
System zerlegt werden kann, dessen erster Bestandtheil ein im Bereiche s 
regulärer Differentialausdruck ist, falls überhaupt eine solche Zerlegun 


ur 
> 
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besteht, alles durchführen lassen, ohne dass man auf unbestimmte Con- 
stanten stösst. 
11. 


Rückblick und Abschluss. 

Im Anschluss an den in Abhandlung Bd. 122 No. 3 enthaltenen 
Rückbliek auf die bis dabin in diesem Journal veröffentlichten Arbeiten des 
Verfassers über lineare Differentialgleichungen wird hier ein Rückblick auf 
den Inhalt der vorliegenden Abhandlung geworfen. 

Es war in Abhandlung Bd. 122 der Begriff eines im Bereiche einer 
irreduetiblen algebraischen Funetion s normalen Differentialausdruckes auf- 
gestellt worden. Dieses ist ein Differentialausdruck, der sich auf die Form 





e"f(e”y,s, x) bringen lässt, wo W eine rationale Funetion der unabhängigen 
Variablen x, f(y,s, x) ein im Bereiche s regnlärer Differentialausdruck ist. 
In der genannten Abhandlung wurden Systeme solcher Differentialausdrücke 
betrachtet und es wurde derjenige Zusammenhang zwischen der homogenen 
linearen Differentialgleichung F,(y, s, 2) =0, welehe x und s rational in den 
Coefficienten enthält, und ihrer Connexdifferentialgleichung 2,(y, 2) =0 er- 
mittelt, dass wenn F,(y,s, x) durch ein vorhin genanntes System darstellbar ist, 
P,(y, x) dureh ein System normaler Differentialausdrücke sich darstellen lässt 
und umgekehrt. Bei dieser Darstellung von ?P,(y, x) war die Integration der 
Ditferentialgleichung F,,(y,s, 2)=0 auf die der Differentialgleichung 2, (y, 2) =0 
in Abh. Bd. 121 zurückgeführt. 

Da somit die Integration von F,(y,s, x) =0, vermittelst der Inte- 
gration der Uonnexdifferentialgleichung 2,(y, x) = 0, wenn P,(y, x) durch 





ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt werden kann, dem 
Falle entspricht, wo F,,(y, s, ©) durch ein System im Bereiche s normaler Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar ist, so wird, um weitere Fälle der Integration 
einer homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebra- 
ischen Üoefficienten zu erhalten, zunächst der Begriff eines im Bereiche s 
normalen Differentialausdruckes verallgemeinert. In dem Differentialausdruck 


„N 
e 





f(e”" y,s, x) sind die Coefficienten der Differentialquotienten ganze rationale 


= er dw s 
Ausdrücke von der Grösse 2: und ihren Ableitungen. Die Verallgemeinerung 


- dW . r i a 
muss also darin bestehen. dass q, eine rationale Funetion von x und s ist 


g9(s,x). Dabei war der Ausdruck von g(s,x) so zu bestimmen, dass ein 
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Differentialausdruck, der sich auf die Form e”f(e"y,s,0), W=/9(s, 2) dr. 
bringen lässt, diese Form nur auf eine Weise annimmt, No. 1 der vorliegenden 
Abhandlung. Ein solcher Differentialausdruck ist ein verallgemeinerter im 
Bereiche s normaler Differentialausdruck genannt worden, e” = 2 der deter- 
minirende Factor, f(y,s, x) der zugehörige im Bereiche s reguläre Diffe- 
rentialausdruck. Der früher definirte im Bereiche s normale Differential- 
ausdruck ist dabei mit umfasst. Die Form eines im Bereiche s regulären 
Differentialausdruckes ist in No. 2 diseutirt. Für Systeme verallgemeinerter 
im Bereiche s normaler Differentialausdrücke bestehen dieselben Sätze. No. 3, 
wie für Systeme normaler Differentialausdrücke (in denen also rationale 
Funetionen von x allein als Coefficienten vorkommen), die ursprünglich in 
Abhandlung Bd. 83, No. 7, sodann in der Uebersicht Bd. 96 No. 8 enthalten 
sind. Von einem im Bereiche s regulären Differentialausdrucke gilt der 
Satz, dass die Summe der Wurzeln aller Exponentengleichungen bei den 
singulären Punkten ganzzahlig ist, diese ganze Zahl wird bestimmt in 
No. 4. Nunmehr wird die Aufgabe behandelt, einen vorgelegten homogenen 
linearen Differentialausdruck, der x und s rational in den Üoeffieienten ent- 
hält, F,(y, s, x) darauf hin zu untersuchen, ob derselbe sich durch ein System 
verallgemeinerter im Bereiche s normaler Differentialausdrücke darstellen lässt. 
Die Behandlung gründet sich, wie bei einem Differentialausdruck, der durch 
ein System normaler Differentialausdrücke dargestellt werden soll, auf die 
Aufstellung der fundamentalen determinirenden Factoren und zugehörigen 
Exponentengleiehungen bei den singulären Punkten von F,(y,s,x). Die 
Gruppirung der ermittelten fundamentalen determinirenden Factoren und der 
Wurzeln der Exponentergleichungen unter Anwendung des Satzes aus No. 4 
ist hier, No. 5, ausführlich auseinandergesetzt. Es ist dieses das allgemeine 
Verfahren, auf welches bei rationalen Funetionen von x als Coefficienten 
in Abh. Bd. 117 hingewiesen war. Die Herstellung der Grössen 2 = e/’" 
aus den fundamentalen determinirenden Factoren ist in No. 6 gegeben. Die 
Zerlegung eines vorgelegten Differentialausdruckes in ein System, dessen erster 
Bestandtheil ein im Bereiche s regulärer Differentialausdruck vom Typus ist, 
der bei jeder irreductiblen algebraischen Function s gilt, geschieht in No. 7 
nach einer Methode, die durch Verallgemeinerung der bezüglichen Methode 
bei rationalen Functionen von x als Coeffiecienten hervorgeht. Durch Zu- 
sammenfassen der Operationem aus No. 5,6, 7 ergiebt sich ein systematisches 
Verfahren, No, 8, um in dem Hauptfalle die Zerlegung des vorgelegten 
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Differentialausdruckes F',(y, s, x) in ein System verallgemeinerter im Bereiche 
s normaler Differentialausdrücke zu ermitteln. Wenn der Differentialausdruck 
einer Differentialgleichung durch ein solches System dargestellt ist, so ge- 
schieht die Aufstellung der Integrale der Differentialgleichung bei den singu- 
lären Punkten durch Systeme normaler Klementarintegrale ohne specielle 
Convergenzbetrachtungen; die durch unbestimmte Integration gebildeten 
Funetionen werden wie in den früheren Fällen vermittelst bestimmter Inte- 
grale ausgedrückt. Es konnte in Bezug auf die Integrationsmethoden bei 
homogenen und nichthomogenen Differentialgleichungen hier, No. 9, kurz auf 
das Frühere hingewiesen werden. In No. 10 ist dann eine Anwendung auf 
eine vorgelegte homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
rationalen Funetionen von x als Coefficienten gemacht für den Fall, dass die- 
selbe die Gonnexdifferentialgleichung einer homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung ist, welche rational nebst z eine zweiwerthige 
algebraische Funetion s in den Coeffieienten enthält. Letztere Funetion wird 
hier zunächst ermittelt. Der hier untersuchte Differentialausdruck zweiter 
Ordnung ist nicht zerlegbar, so lange rationale Functionen von x allein 
als Coefficienten in Betracht kommen, dagegen wird der Differentialausdruck 
zerlegbar, und diese Zerlegung geschieht nach dem im Vorhergehenden ent- 
haltenen Verfahren, wenn die zweiwerthige algebraische Funetion in den 
Coeffieienten auftritt. — 

In dem Cyklus der von dem Verfasser in diesem Journal veröffent- 
lichten Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen ist als Hauptauf- 
vabe diejenige behandelt, die Integrale der linearen Differentialgleichungen 
bei den singulären Punkten darzustellen, wenn dort nieht alle Integrale 
regulär sind. Zu dem Zwecke ist die Zerlegung des homogenen linearen 
Ditferentialausdruckes ins Auge gefasst. Die Zerlegung eines homogenen 
linearen Differentialausdruckes mit ein- oder mehrwerthigen algebraischen 
Coeftieienten in ein System von Differentialausdrücken ist auf algebraischem 
Wege zur Ausführung gebracht, wenn die Bestandtheile des Systems die 
Form e’f(e’"y,x) haben, wo V eine rationale Function der unabhängigen 
Variablen x, f(y, x) ein allenthalben regulärer homogener linearer Diffe- 
rentialausdrucek mit rationalen Funetionen von x als Üoffieienten ist, oder 


wenn die Bestandtheile des Systems die Form e”f(e”" 


dW 


da 


y,s,x) haben, wo 


eine rationale Function von x allein oder von x und der algebraischen 
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Funetion s von x ist, f(y,s,x) ein allenthalben regulärer homogener linearer 
Differentialausdruck mit rationalen Funetionen von z und s als Üoefficienten. 
Wenn die Differentialgleichung die algebraische Function s in den Coetfieienten 
enthält, so kommt auch die Zerlegung des Differentialausdruckes der Gonnex- 
differentialgleichung in Betracht. Die Aufstellung der Integrale bei den 
singulären Punkten geschieht in diesen Fällen durch Systeme normaler 
Elementarintegrale. Hierbei bedarf es keiner speciellen Convergenzbetrachtungen. 
Die durch unbestimmte Integration gebildeten Funetionen werden vermittelst 
bestimmter Integrale ausgedrückt, bei welchen die Integrationsvariable mit 
der unabhängigen Variablen in der Funetion multiplieirt ist und über die 
Peripherie des Einheitskreises sich erstreckt. Die Werthe dieser bestimmten 
Integrale in den Entwickelungen ergeben sich unmittelbar. 


Journal für Mathematik Bd. CXXII. Heft 2. 








Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 


ım Anschlusse an das Biemannsche Problem. 
(Erste Abhandlung.) 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 


Einleitung. 

Nachdem Riemann im Jahre 1857 auf Grund der in seiner Inaugural- 
Dissertation begründeten Methoden die 'T'heorie der durch Gausssche Reihen 
darstellbaren Funetionen entwickelt hatte,*) scheint er die Hoffnung gehegt 
zu haben, dass es ihm möglich sein werde, mit denselben Methoden auch 
die Theorie der Funetionen, die beliebigen linearen Differentialgleichungen 
mit algebraischen Coeffiecienten genügen, zu begründen. In der gedachten 
Abhandlung sagt er (S. 67, Zeile 9—11 v. u.), dass die zur Behandlung der 
durch die Gausssche Reihe darstellbaren Transcendenten von ihm benutzte 
„neue Methode ... . im Wesentlichen auf jede Funetion, die einer lineären 
Ditferentialgleichung genügt, anwendbar bleibt“, und später, in der Theorie 
der Abelschen Funectionen (8. 138, Zeile 9—11 v. u.) erklärt er geradezu, 
dass er „eine ausführliche T'heorie der Funetionen, welche einer linearen 
Ditferentialgleichung mit algebraischen Coeffieienten genügen... nach den 
hier (se. ]. e.) angewandten Prineipien nächstens zu liefern beabsichtige“. 

Riemann hat aber über diesen Gegenstand in Druckschriften nichts 
weiter bekannt gemacht. 

Dagegen erschien noch bei Lebzeiten Riemanns, allerdings zu einer 
Zeit, wo sich Riemann””) bereits schwer leidend zumeist in Ober-Italien auf- 
hielt, die Arbeit von Herrn Fuchs”“”), in welcher die Grundlagen der all- 


*) Werke, Il. Auflage (Leipzig 1892), S. 67 ff. Auf diese Ausgabe beziehen sich 
auch alle folgenden Citate. 
"*) Vergl. Riemauns Werke. S. 556, 557. 


“”) 1565 im Programm der Berliner Gewerbeschule, 1566 im 66. Bande dieses 
Journals S. 121— 160. 
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gemeinen "Theorie der Lösungen linearer Differentialgleichungen nach einer 
Methode entwickelt werden, die auf der Anwendung und Weiterentwickelung 
der von Cauchy für die Untersuchung der Lösungen von Differentialgleichungen 
iiberhaupt geschaffenen, von Briot und Bouquet für die Ausgestaltung der 
Theorie der Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung nutzbar 
gemachten Prineipien beruht, also von der durch Riemann in seiner Inaugural- 
Dissertation begründeten und im Falle der dureh die Gausssche lteihe dar- 
stellbaren Funetionen bewährten Methode wesentlich verschieden ist. 

Die Bände dieses Journals hatten bereits eine grosse Anzahl an diese 
erste Abhandlung des Herrn Fuchs anschliessender Arbeiten zur "Theorie 
der linearen Differentialgleichungen gebracht, als im Jahre 1876 in der 
ersten Auflage von Riemanns gesammelten Werken”) eine vom 20. Februar 
1857 datirte Aufzeichnung Riemanns, betitelt „Zwei allgemeine Sätze über 
lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Üoeffieienten“ aus Riemanns 
Nachlass veröffentlicht wurde. Merkwürdiger Weise blieb dieses Aiemann- 
sche Fragment noch eine geraume Zeit nach seiner Veröffentlichung ohne 
erkennbaren Einfluss auf die weitere Entwickelung der T'heorie der linearen 
Difterentialgleichungen, erst vom Jahre 1888 ab finden wir in einer Reihe 
von Arbeiten des Herrn Fuchs”) Bezugnahme auf gewisse in diesem Frag- 
mente angedeutete Begriftsbildungen. Neuerdings hat Herr F. Klein”””) 
wiederholt auf dasselbe hingewiesen. 

Noch viel später als diese Aufzeichnung Riemanns (erst Anfang der 
neunziger Jahre des XIX. Jahrhunderts) wurde, über den engen Kreis von 
hiemanns Zuhörern hinaus, der Inhalt einer Vorlesung über die hyper- 
geometrische Reihe bekannt, die Riemann im Sommersemester 1859 gehalten, 
und worin er nicht nur, etwa in derselben Weise wie in dem ersten Theile 
des Fragmentes (8. 379— 384), über allgemeine lineare Differentialgleichungen 
handelt, sondern namentlich bei der Untersuchung der Umkehrungsfunetion 
des Integralquotienten einer Differentialgleichung der hypergeometrischen 
(raussschen) Reihe, Resultate und Gesichtspunkte entwickelt, die erst lange 
nach dem Tode ARiemanns von anderen Analysten neu entdeckt und für die 
Weiterentwiekelung der Wissenschaft nutzbar gemacht worden sind.F) 


*) Herausgegeben von Herrn H. Weber unter Mitwirkung von Herrn Dedekind. 
**) Beginnend Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1888, S. 1273. 
=) Vergl. Mathem. Annalen. Bd. 46, S. 3. 

7) Uns ist diese Vorlesung seit dem Herbste 1595 durch eine Abschrift bekannt, 


1s* 
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Wenn die Nachwelt auf diese Weise zur Ueberzeugung gelangen 
konnte, dass Riemann selbst sieh einen tiefen Einblick in die Natur der 
Lösungen linearer Differentialgleichungen verschafft haben mochte, so muss 
doch auf der anderen Seite festgestellt werden, dass die von Riemann bei 
seinen Lebzeiten in Druckschriften nieht veröffentlichten Ideen, wenn über- 
haupt, so doch nur den wenigen, die jene Vorlesung im Jahre 1859 in 
(zöttingen gehört und verstanden haben, bekannt sein konnten, dass sie so- 
mit auf die Entwiekelung der Wissenschaft in keiner Weise eingewirkt haben, 
und als Dokumente für die Geschichte der Mathematik erst von dem Tage 
ihrer Veröffentlichung durch den Druck an in Betracht gezogen werden 
dürfen. 

Wenn wir uns nun die Frage vorlegen, weshalb wohl Riemann seine 
1857 ausgesprochene, eingangs erwähnte Absicht „eine ausführliche Theorie 
der Funetionen, die linearen Differentialgleichungen mit algebraischen Coeffi- 
eienten genügen, nach den hier (Abelsche Funetionen) angewandten Prineipien 
nächstens zu liefern“ nieht ausgeführt hat, so werden wir die Ursachen hierfür 
nicht allein in äusseren Verhältnissen suchen dürfen, sondern auf Grund der uns 
bekannt gewordenen nachgelassenen Aufzeichnung”) (die wir stets kurz als 
„Fragment“ eitiren wollen) die Annahme in Erwägung ziehen müssen, dass 
Riemann die geplante Publication unterlassen habe, weil er zu keinem, die 
hohen Ansprüche, die er an seine Veröffentlichungen zu stellen gewohnt 
war, betriedigenden Abschluss seiner Untersuchungen gelangt war. 

Riemann hatte erkannt,”*) dass jeder Zweig einer Function von x, 
die einer linearen Differentialgleichung r-ter Ordnung mit rationalen Coveffi- 
cienten genügt (den Fall algebraischer Coefficienten, den Riemann a. a. 0. 
ebenfalls betrachtet, lassen wir der Einfachheit wegen bei Seite) „sich linear 
mit constanten Coeffieienten in » für jeden Werth von x eindeutig bestimmte 
Funetionen ausdrücken lässt, welche freilich dann längs eines gewissen 


die Herr Fuchs nach einer von Herrn v. Bezold (der die Vorlesung gehört hat) in Gabels- 
bergerscher Stenographie angefertigten, Herrn Fuchs im Jahre 1894 mitgetheilten, gegen- 
wärtig im Besitze der Göttinger Universitätsbibliothek befindlichen (vergl. Göttinger Nach- 
richten vom 31. Juli 1597) Nachschrift, in Currentschrift hat herstellen lassen. 

*) Werke S.379—39%0. Da wir es nur mit den auf die allgemeine Theorie der 
linearen Differentialgleichungen bezüglichen Resultaten zu thun haben, können wir von 
der erwähnten Vorlesung aus dem Jahre 1859 absehen. 


**\ Werke, S. 379, Fragment. 
j ’ I 
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Liniensystems unstetig sein müssen“. In der Abhandlung über die Gauss- 
sche Reihe hatte er eine solehe Function für a=2 und den Fall, dass nur 
drei Verzweigungspunkte vorhanden sind, durch Angabe dieser drei Punkte 
und der das Verhalten der Funetion in der Nähe der Verzweigungspunkte 
charakterisirenden drei „Exponentenpaare* definirt und gezeigt, dass die- 
selbe „bis auf zwei lineär in ihr enthaltene Constanten völlig bestimmt ist“. 
Die Eristenz einer diesen Bedingungen genügenden Function ergiebt sich, 
wie Riemann ausdrücklich hervorhebt, „später durch die wirkliche Dar- 
stellung dieser Function mittelst bestimmter Integrale und hypergeometrischer 
Reihen, und bedarf daher keiner besonderen Untersuchung“ *). 


Für den allgemeinen Fall eines beliebigen » legt Riemann im Frag- 
mente eine wesentlich andere Definition zu Grunde. Er geht nicht auf eine, 
sondern auf ein System von » Funetionen von x aus, für die er fordert“*), 
dass sie „für alle complexen Werthe der Grösse (x) einändrig und endlich 
sind ausser für a, b, ce, ..., g*, ferner schreibt er jetzt nicht mehr die Ex- 
ponentensysteme bei den Verzweigungspunkten vor, sondern verlangt”**): 


gehe y, in 3 A’y; y, in 


„durch einen positiven Umlauf des x um a 


ZAPy;...; y. In 2A”y, über und ähnlich durch einen positiven Umlauf 
um b y, in ZB” y,, ete., durch einen positiven Umlauf um g y, in FGV’y;:“ 
und dann weiter?) „dass die Funetionen y nirgends unendlich von unendlich 
hoher Ordnung werden“, was im Falle a=2 und dreier Verzweigungs- 
punkte schon in der Definition der Exponentenpaare (S. 69.) enthalten war. 


Dabei denkt sich Riemann, wie aus verschiedenen Stellen hervorgeht Tr), 
sowohl die Verzweigungspunkte a, 5b, c,..., g als auch die Substitutionen 
(AP), ..., (@’) willkürlich gegeben. 

Während es nun Riemann gelingt, mehrere Eigenschaften der durch 
diese Definition postulirten Funetionssysteme abzuleiten, ist in dem Frag- 
mente die Frage der Existenz nicht berührt. — Da Riemann, wie bereits 
erwähnt, in der Abhandlung über die Gausssche Reihe die Existenzfrage 

*) Werke, S. 68, 69, 75. 

**) 8, 379, Zeile 5—7 v. u. 
S. 


“*) S, 350, Zeile 5—8 v. 0. 
T) 8. 382, Zeile 9—11 v. o. 
+7) S. 380 letzte Zeile — 381 Zeile 1—3 v. o.; S. 386 Zeile 11, 12 v. o. 
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scharf formulirt und durch die sich a posteriori ergebende Darstellung er- 
ledigt, kann es als ausgeschlossen gelten, dass er im Falle des allgemeinen 
Problems an diese Frage nicht herangetreten sein sollte; man muss viel- 
mehr annehmen, dass er dieselbe wohl erörtert, aber an der Unmöglichkeit 
sie zu beantworten gescheitert ist, und darum von einer Veröffentlichung 
seiner, ohne Existenzbeweis der Grundlage entbehrenden Untersuchungen 
Abstand genommen hat. 

Ueberhaupt lässt die Entwickelung, welche die analytische T'heorie 
der linearen Differentialgleiehungen seit ihrer Begründung durch Herrn 
Fuchs genommen hat, erkennen, dass auf dem Wege, den Riemann zu gehen 
versucht hat, ein Eingang in diese "Theorie schlechterdings nicht zu er- 
zwingen war, da die Frage der Existenz, der durch die Riemannschen For- 
derungen postulirten Funetionen Schwierigkeiten darbietet, die zu einer Zeit, 
wo man in die analytische Natur der Lösungen linearer Differential- 
sleichungen noch so gut wie gar keine Einsicht hatte, unüberwindlich sein 
mussten. 

Dagegen dürfte gegenwärtig der Versuch gerechtfertigt erscheinen, 
ausgerüstet mit den in den letzten 35 Jahren zu Tage geförderten Ergeb- 
nissen der Theorie der linearen Differentialgleichungen, an eine Behandlung 
des Riemannschen Problems (wie wir die Aufgabe der Bestimmung eines 
Funetionssystems von der in Riemanns Fragment geforderten Beschaffenheit 
kurz nennen wollen) heranzutreten; insbesondere scheinen hierfür zwei Um- 
stände zu sprechen. 

Das eine Mal bietet sich der Klassenbegriff”), der in den im letzten 
Decennium erschienenen Arbeiten zur 'T’heorie der linearen Differential- 
eleichungen eine so bedeutsame Rolle spielt, ganz unmittelbar und natur- 
vemäss dar, wenn man vom Riemannschen Probleme ausgeht, das andere 
Mal zeigt eine Vergleichung dieses Riemannschen Ausgangspunktes mit dem 
Fuchsschen (bei welchem die lineare Differentialgleichung als das ursprünglich 
Gegebene gilt), dass der Fall, der bei dem einen der „allgemeine“ ist, bei 
dem anderen als „specieller* erscheint und umgekehrt, eine Erscheinung, 
die auch in anderen Gebieten der Mathematik oft beobachtet wird, wenn 
man denselben Begriff von zwei verschiedenen Seiten aus betrachtet und 
die nieht selten zu neuen Aufschlüssen über die Natur jenes Begriffes ge- 
geführt hat. 


*, Werke, 8.380, Zeile 1. 2 v.u. 
7 ‘ , 
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Nachdem wir bereits bei früherer Gelegenheit*) den Existenzbeweis 
für das ARiemannsche Problem unter gewissen den gegebenen Substitu- 
tionen aufzuerlegenden Beschränkungen und gestützt auf Herrn Poincares 
Theorie der Fuchsschen Functionen geliefert haben, wollen wir in dieser 
ersten Arbeit zunächst diesen Beweis in mehr synthetischer Form reprodu- 
eiren, dann, wesentlich im Sinne des Riemannschen Fragments, die Kigen- 
schaften des definirten Funetionssystems entwickeln, um schliesslich eine, 
erst in einem folgenden Aufsatze zu behandelnde Aufgabe zu formuliren, 
die sich an die von Herrn Fuchs zuerst und vielfach behandelte Gattung 
linearer Differentialgleichungen, deren Gruppe von in den Coefficienten auf- 
tretenden Parametern unabhängig ist, anknüpfen lässt. 


I. 
Es seien A,, A,, ..., A, beliebig gegebene homogene lineare, uni- 
modulare Substitutionen in nz Variabeln 9,, %. .... 9,; wir fügen noch die 


Substitution 
Aczı u A, Az" ... Az 


) 


hinzu, dann bestimmen die o+1 Substitutionen 
(1.) Aliens Ass 
eine Gruppe ©, für welehe das System (1.) eine Basis darstellt. 

Wir ordnen jeder der Substitutionen (1.) eine ganze Zahl g, in folgender 
Weise zu. 

Wenn A, so beschaffen ist, dass die sämmtlichen Wurzeln, der zu 
dieser Substitution gehörigen Fundamentalgleichung ganzzahlige Einheits- 
wurzeln sind und dass die canonische Form von A, lauter Diagonalglieder 
enthält, so sei g, die kleinste positive ganze Zahl, für welche diese sämmt- 
lichen Wurzeln der Gleichung 

w’—=|1 
genügen. Wenn für ein A, die beiden genannten Bedingungen nicht gleich- 
zeitig erfüllt sind, so nehmen wir das zugehörige g, unendlich gross. Für 
ein A,, wo das entsprechende g, einen endlichen Werth besitzt, ist dann 


offenbar 
A’x —]. 


*) Comptes Rendus, 1898, 7. März; Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen Bd. II., 2 (Leipzig 1898), S. 352 fl. 
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Wir unterscheiden nun die drei Fälle, in denen die durch die 


Gleichung 
1 o-+l1 


az (sr 1 


v x—1 2 9, 
definirte Zahl » negativ, gleich Null oder positiv ist, und beschränken 
uns, da die Fälle » = 0 und vr >0 nur zu wohlbekannten speciellen Gruppen 
Veranlassung geben, auf den Fall 
v<U. 
Dann bestimmen die o-+ 1 Zahlen 


en ee Sr A 
einen Typus”) holoedrisch isomorpher Fuchsscher Gruppen vom Greschlechte 
Null der ersten, zweiten oder sechsten Familie*). Den Fundamentalbereich 
F, einer solchen Gruppe construiren wir in folgender Weise. 

Die Seiten von F, seien Kreisbogen, die den Einheitskreis einer 
n-Ebene unter rechten Winkeln schneiden und ganz im Innern dieses Kreises 
verlaufen. Die Ecken von F, bezeichnen wir in der Reihenfolge, wie sie 
im positiven Sinne auf einander folgen, durch 


hıyharıy has katı ern ha+ıs o+ly 


und es bilden A,,4,,....4, je für sich einen Cyklus, wo der Winkel bei A, 


5) 
. AT . .. 
gleich ist, während 
IR 


/ 


(1 
“o 


j ) i(0—1) 
As+is +19 .... bs+1 


D) 





zusammengenommen einen Oyklus mit der Winkelsumme bilden. Die 


Io+1 
projeetiven Substitutionen A, in der Variabeln 7, die die Seiten (2,, 207”) 
in die benachbarten (4,, 4%),) transformiren, wo | 

5 ‘ var PN. +1 Serre 

= “ 2, ou. @, u, . a — Aotis 


bilden mit 
(2.) Ayyı = Ar Ar... Ag 


eine Basis der durch F, bestimmten Fuchsschen Gruppe 9, und es ist für 
diejenigen A, für welche g, einen endlichen Werth besitzt 


(3.) A =1. 


o+l 


*) Classe bei Herrn Poincare, Acta Mathem. Bd. IV, S. 235. 
‘**) Für die Terminologie vgl. die Arbeiten des Herrn Poincare, Acta Mathem. Bd. 1. 
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Da nach einem bekannten Satze des Herrn Poincare die Relationen 
(2.), (3.) die einzigen von einander unabhängigen Beziehungen sind, die 
zwischen den Substitutionen A,, As, ».., A,, A,,;ı bestehen, ist die Gruppe 9 
mit der Gruppe © in dem Sinne isomorph, dass jeder Substitution von 9 
nur eine wohlbestimmte Substitution von © entspricht. Die Gruppe 9 gilt 
dabei als Repräsentant des ganzen T'ypus, der durch die Zahlen g,.9,..... ER 
bestimmt ist, und hängt auf diese Weise noch von gewissen unbestimmten 
Parametern ab, die eine reale (2°—4)-fache Mannigfaltigekeit M, erfüllen. 
Wir gehen nun von den projeetiven Substitutionen der Gruppe 9 zu 
den homogenen linearen unimodularen Substitutionen in zwei Grössen z,. %, 
über. Die bei diesem Uebergange auftretende Ambiguität des Vorzeichens 
ist zwar für die folgenden Betrachtungen meist unwesentlich, wir setzen aber 
vleiehwohl fest, dass wenn für die Substitution 
-4n 
die Zahl g, eine endliche, diese Substitution also eine elliptische und ihre 
canonische Form 
Ch, —n—Ä, 
nt ke Abe 


art Ma. 


ist, die entsprechende homogene Substitution in den «,, %. ®,, ©, WO 


TB D» * 
— N. = m. 
u v F 
in der Form 
a er 
i U) PR 1) / (0) N 
5 Ah, v, = 6 “x \H, — h. U, ), 


1 
mit + ) 
Os 


senommen werden soll”). Bezeichnet man dann die dem A 


o— 1,0 =e (u, — A,u,) 


„ entsprechende 


homogene Substitution für einen Augenbliek dureh W,, so ist 


| 


| 10 
WW... = (19). 


Die Gruppe der so entstehenden homogenen Substitutionen bezeichnen 
wir durch t£, die einer Substitution Sn von 9 entsprechende Substitution 


von £ werde dureh 
Su,. Su, 


*) Abweichend von Ritter, Mathem. Annalen, Bd. 41, S. 23. 
Journal für Mathematik Bd. OXXIII. Heft 2. 19 
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angedeutet. Es seien 

el, di 
die in irgend einer Reihenfolge geschriebenen Substitutionen von 9 und 
möge der Substitution S, die Substitution T, von © entsprechen, dann sind 
in der Reihe 

nn, 
jedenfalls alle Substitutionen von © enthalten. 
Wir bilden nun die » heihen 


I 
(4.) Z, u,,%,) = 2 T,'y,(S, u,,S,«,) (#==1,2,..0) 


\ 
wo die 


p,(%,%), Pr(Uı, u), Pu, %;) 
homogene rationale Funetionen des Grades —2m in den w,, %, bedeuten. 
Setzen wir 


r I 
| Z,(u,a)=u"s,(n), 


EN 
ss. m \ 
Ku, | y,(u,, ur (n), 
so Ist 
| u E Ä 2 En N ns \ ee $, N m 
6.) S, (N) = lH, (5, 1) dr ) 
y—0 0 


und es folgt nun aus den Untersuchungen des Herrn Poincare”), dass die 
leihen (6.) und folglich auch die Reihen (4.) für Werthe 7 beziehungsweise 
Werthepaare z,, #, die nicht zu den Unendlichkeitsstellen der rationalen 
Funetionen H,(n) beziehungsweise , (a,, %) gehören, oder aus solchen durch 
Substitutionen der Gruppen 9 beziehungsweise # hervorgehen, und die den 
Ungleichungen 
n1<1, bez. | — ul’ <o0 

genügen, und für hinreichend grosse Werthe der positiven ganzen Zahl m 
unbedingt eonvergiren, sofern die gegebenen Substitutionen 

AA A 


so beschaffen sind, dass die absoluten Beträge der Wurzeln der Fundamental- 


U 


gleichungen, die zu denjenigen Substitutionen von © gehören, die parabo- 
lisehen Substitutionen von % entsprechen, gleich Eins sind. Da irgend eine 
in ı* enthaltene parabolische Substitution S aus einer parabolischen A, unter 


den Substitionen 
A,, A,, or... A. A, +1 


*) Acta Mathematica Bd. 5, 8. 233fl., 257 ff. 
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durch Transformation mit einer Substitution von $ entstanden sein muss, ist 
die S entsprechende Substitution T von © aus A, ebenfalls durch 'T’rans- 
formation mit einer Substitution von © entstanden, die Fundamentalgleichungen 
von T und A, sind also identisch; die Substitution A, ist aber nur in «dem 
Falle parabolisch, wenn die zu A, gehörige Zahl g, unendlich gross ist. 
die angegebene Bedingung für die Substitutionen 


Aı:. Au. une. A, 


ist also erfüllt, wenn die absoluten Beträge der Wurzeln der Fundamental- 
oleichungen, die zu denjenigen Substitutionen A, (2 = 1,2,....0+1 


VP- 
hören, für welche g, unendlich ist, gleich Eins sind. Da die absoluten Beträge 
dieser Wurzeln im Falle eines endlichen g, jedenfalls gleich Eins sind, 
haben wir also schliesslich für die angegebene Bedingung die Form: 


Die gegebenen Substitulionen A, (2 = 1, 2..., 0) müssen so beschaffen 


sein, dass die zu ihnen selbst und zu 
a A 

gehörigen Fundamentalgleichungen nur Wurzeln vom absoluten Betrage Eins 
besitzen. 

Diese Bedingung, die wir kurz als Convergenzbedingung bezeiehnen. 
setzen wir im Folgenden stets als erfüllt voraus. 

Die Reihen (4.) definiren ein System homogener eindeutiger Fune- 
tionen der #,.©, vom Grade — 2m, die nur für Werthe der «,, a, für welehe 

(T.) 7 — || < 0 

ist, existiren, und die wir ein System zu den Gruppen © und £ gehöriger 
Fuchsscher Zetaformen nennen wollen. Aus der Bildungsweise der Reihen (4. 
folgt sofort”) dass die n Zetaformen die Substitution T, der Gruppe © er- 
fahren, wenn auf die «,, , die Substitution S, von f ausgeübt wird. Die 
Funetionen $, von n sind innerhalb des Einheitskreises der r-Ebene ein- 
deutig und in der Umgebung jeder Stelle, die nieht eine Ecke des Funda- 
mentalbereiches F, oder eines der aus F, dureh die Substitutionen von 4 
hervorgehenden Bereiche ist, endlich oder wie rationale Funetionen von 7 
unendlich. Um das Verhalten dieser Funetionen in der Umgebung der 
Keken von F, und damit der mit F, vermöge der Substitutionen von 
eorrespondirenden Bereiche festzustellen, kann man wie folgt verfahren. 


*) Poincare, a.a.0. S. 2311. 


19* 











148 Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Sei 4, eine Ecke von F, für welche das zugehörige g, eine endliche 
(Frösse ist, und wie oben 


An N A, m N en A, 
= @8”’% 
(0) (0) 


die eanonische Form der elliptischen Substitution A,n (es ist dann A(” das 
Spiegelbild von 4, in Bezug auf den Einheitskreis der n-Ebene) so kann 
man”) eine unendliche Reihe 


— 


u; ——.. u [BE BE BE 1 
von Substitutionen der Gruppe 9 angeben, von der Art, dass jede Substi- 
tution von % in der Form 


y A (=), RR I” 1) 


ı “ 


darstellbar wird. Entsprechend kann dann jede Substitution von © in 
der Form 
T,A, 


geschrieben werden, wenn T, die dem 3, entsprechende Substitution von © 
bedeutet. 


Setzen wir 


n—h, Bach, BAER 
ie Ä P4 c ’ / 4 2 Y 7 
Ei = n ( Se r (7 — ( SP 
— r 7 ’ .s N, n— FR H, & ]) (7 1,\-) 
x = - 


so kommt 


#757 


nich 276 m 

Bu . a; 447° a 1 \{do,e’«£ 

Em =E = ArT;'G(o,e’Et) *}. 
> v=0o=V dig 

Sei ferner B, diejenige Substitution, welche A, in die canonische 


Form transformirt: 


z 


(),ı () IB) 

er 0 (2 I) 
Bart ı x 

00 Oyn 


und setzen wir 
dn\" ” a 
(72) B,S;(n) = (6), 
B,T,B'=T%,, B,G,(n) = F;(n), 


*) Vergl. Poincare, Acta Mathem. I, S. 214; Handbuch, Bd. II, 2, S. 194. 
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so kommt 


} - neo 
Fin Pu, 2 110 \ r- > . 
ie re RE es do,e °% L 
a) =>2 & 05T," F,(o,e 6) Bauer u. 


v=U 2a=0 
» 


Nun ist wegen 


e log 
w’z — ]. 4.2 = m.: 
x. > mi 


eine ganze Zahl, setzen wir also 
do,‘ AU Wie u 
TB 0,0. 


so erhalten wir 


#, nr 
no) bru=F 2 wre ”d). 





Nun ist aber FRE 
I \ 
<< u „®, 63 ) q /‘ N 
Bu = @, / 


wo g,, den ka einer rationalen Funetion bedeutet. wir haben 
folglich 


2,6) = Ca" 2,6). 
und in einer gewissen Umgebung von { = 0 
TC, (C) — ac) ie (&,+ 0, C’x + 0,C + ...ad Inf. } 
Hieraus folgt, dass in einer gewissen Umgebung von n=#, die Ent- 
wickelungen gelten 
(8). &,(n) = ze; (ni, tel + m—h,) +... ad inf.), 


wo die ec, Coiakkaikein die q,, positive ganze Zahlen, die /,. }.... ebenso 
wie die «,, &,... Entwickelungscoeffiecienten bedeuten. 


Es verhallen sich also die 5, in der Umgebung von n =), wie ralio- 
nale Functionen von n, und die x, werden für n=4., gleich Nult von einer 
Ordnung, die 

m,,—m (mod. gq 
ist. 

Bedeutet 4, eine Ecke von F,, für die das zugehörige g, unendlich 
gross, die also Doppelpunkt einer parabolischen Substitution A,r 
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ist, so hat man eine, der eben im Falle eines endlichen g, angestellten 
Diseussion ganz analoge Erörterung anzustellen, die nur insofern, etwas 
eomplieirter wird, als die Substitution A, jetzt nicht mehr in der canonischen 
Form lauter Diagonalglieder enthält. Mit Rücksicht darauf, dass die hier 
in Betracht kommenden Resultate der T'heorie der linearen Substitutionen 
wohlbekannt und vielfach behandelt sind, unterdrücken wir die ausführliche 
Darlegung der hier auftretenden Verhältnisse”) und merken nur das Re- 
sultat an: 


Die Functionen S,(n) sind in der Nähe von }, in der Form 


7 & > u 2 “e),,, | ‚r L /\ \ r, Ä / \ / | 
D.) s,(n) = "le PBHPlOD+...+e PHP, &! W=1,%....n) 
entwickelbar. wo 
Pe | 
Ce 4 7TıV 
- rn jr ie ! mann C, 
Ya Nn—h, 
log up . 
y, = ———, d=12.,0 
i 2rei 
Dan Wr... ,, die von einander verschiedenen Wurzeln der zu A, gehörigen 


Fundamentalgleichung, ®P,, ..., D, gewöhnliche Potenzreihen von I sind, wo 
ferner P,,..., P, ganze rationale Functionen von den Graden @,,...,@, von 
C bedeuten, deren ÜCoefficienten gewöhnliche Potenzreihen von t sind und 
| O,-'- ra,=n-—-q 
ist. 

Damit ist auch das Verhalten der Formen (4.) für alle Werthsysteme 
,. 9,, die der Ungleichung (7.) genügen, vollständig beschrieben. 


ll. 

Wir definiren nun allgemein als ein System zu den Gruppen © und 4 
vehöriger Fuchsscher Zetafunetionen ein System homogener Functionen 
— 2m)-ten Grades der ,, %, (m eine positive ganze Zahl), welches die Sub- 
stitution T der Gruppe © erleidet, wenn auf «,, die Substitution S der 
Gruppe £ oder 9 ausgeübt wird, welches sich ferner nach Absonderung 
des Faetors a, ”" in ein System eindeutiger Funetionen von n verwandelt, 
das im Innern des Fundamentalbereiches F, den Charakter rationaler Funetionen 
besitzt und in der Nähe der Ecken von F, Darstellungen von der Form (8.), (9.) 
der vorigen Nummer zulässt. Aus den Untersuchungen des Herrn Poincare””) 

*) Man vergl. übrigens die hier einschlägige Discussion bei Herrn Poincare, Acta 


Mathem. Bd. V., S. 227, sowie auch Handbuch, Bd. Il, 2, S. 336. 
**) Acta Mathematica Bd. 5, S. 244—257. 
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folgt dann, dass sich jedes solche System auch durch Reihen von der 
Form (4.), No. I. darstellen lässt, falls die positive ganze Zahl m hinreichend 
gross gewählt wird. 

Hat man »+1 Systeme solcher Zetaformen 


re ER ' 
von den Graden —2m, und setzt man 


(A.) 9,2049. Z0 +... 49,20 = 0, 


44 


C 


so bestimmen sich die 9,, 9,,...,.%, proportional den Determinanten »-ter 
Ordnung aus der Matrix 

(1.) (ZW) & 
es ergiebt sich also #, proportional einer homogenen Funetion der ”,, ©, vom 
(Grade 


2m, -2 > m, = —?2M,. 


N) () 
die bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe £ auf die «,, u, ungeändert 
bleibt, und sich nach Division mit a7 "= auf eine eindeutige Function 
von n redueirt, die innerhalb des Fundamentalbereiches F, den Charakter 


einer rationalen Funetion besitzt. in der Nähe einer Ecke 2, dieses Bereiches 


für welche g, einen endlichen Werth hat, eine Entwickelung von der Form 
(0.) Ihr (&u+ 8 n—h,)+ ad inf.). 

in der Nähe einer Ecke 4, für die g, = ist, eine Entwickelung von 

der Form 


(B.) at tte+ ad inf.) 


zulässt. Aus den Untersuchungen des Herrn Poincare”) ergiebt sich hiernach, 
dass diese Function von n als zu der Gruppe 9 gehörige Fuchssche T'heta- 
keihe darstellbar ist, wir können also bei geeigneter Wahl eines Proportio- 
nalitätsfaetors 


T. r 
(2.) +,(u,%) = 3 P,(S,u, S,u, (u= 


1% 0 
setzen, wo die ?,(w,, u,) rationale homogene Functionen vom Grade —2M, 
in den #,, a, bedeuten. Ausdrücke von dieser Art haben wir bei früherer 
(relegenheit**) als eindeutige invariante Formen bezeichnet; man kann sogar 


- 


*) Acta Mathem. Bd.I. S.235-246; vergl. auch Ritter, Mathem. Annalen, Bd.41,S.76. 
**) Dieses Journal Bd. 110, S. 143. 
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durch geeignete Wahl des Proportionalitätsfactors erreichen, dass die 9, (,, %,) 
ganze invariante Formen (in dem a. a. OÖ. angegebenen Sinne) werden, 


Denkt man sich die ZY’ in der Form von Reihen (4.) No. I 


/ . } 4 —] )/ 
Ze Qa,0)= 2 T,'y(S,u, S,u,) 


v=() 
gegeben, so sind die in den Ausdrücken der 9, auftretenden rationalen 
Formen 2,(«,.a,) durch die p/)(a,, w,) und die Coeffieienten der gegebenen 
Substitutionen A, vollkommen bestimmt. Die wirkliche Herstellung der 2, 
aus diesen Daten scheint aber, selbst in speciellen Fällen, noch wesentliche 
Schwierigkeiten darzubieten. Dagegen lassen sich die 9, oder genauer, 
die Determinanten »-ter Ordnung der Matrix (1.) in einfacher Weise in eine 
Form setzen, die ihre Invarianz gegenüber den Substitutionen der Gruppe { 
ebenso unmittelbar in Evidenz setzt, wie die Reihenform (2.). 
Man hat z. B. 


D, = | ZP(u,u) | = &| TS, 0,8, w) |, 


P: wre 
(d,a=1,2 Ir n) (v1Y9 3... vn) (Ave 1l,2,..,%) 


wo sich die Summation auf alle nicht negativen ganzzahligen Werthe der 


Yı,VYay..., 9, bezieht, also, wenn 
rn. = (ei (,2=1,2,...,n) 
gesetzt wird, 
(3.) D, — R: e pi (S,, U; S,. n,) ui pi (S,, U; S,, u). a'x ’ 
(v1>Y24...; Ya) (AysAQseee,d,) Kentt...e 


wo in der zweiten Summe, die A,,4,,...,4, unabhängig von einander die 
Werthe 1,2,...,r durchlaufen, sodass also diese Summe ein Aggregat von 
»n (sliedern repräsentirt. 

Beachtet man nun, dass die 


a‘), a‘), u. a”) (=1,2,...,n%) 
die lineare homogene Substitution 
(b;r) (,k=1,2,...,n) 
erfahren, wenn man diese letztere mit der Substitution T,' in der Reihenfolge 


(b,,) (air 
eomponirt, so erkennt man, dass die Anwendung einer beliebigen Substitution 
der Gruppe £ auf «,, %, in dem Ausdrucke (3.) nur eine Abänderung in der 
Reihenfolge der Summanden bewirkt. 
leihen von der Form (3.) stellen, wenn man in denselben die yY)(u,, %,) 
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») als die Elemente der 


als beliebige rationale Formen der «,, , die (a 
inversen Substitutionen der Substitutionen einer mit der Fuchsschen Gruppe, 
$ (erster, zweiter oder sechster Familie) isomorphen unimodularen Gruppe 
0 in n Grössen ansieht, eine Verallgemeinerung der Poincareschen Theta- 
reihen dar. Wenn die Gruppe der (alj’) nicht unimodular ist, so multi- 
plieiren sich die Reihen von der Form (3.), wenn auf die «,, =, die Sub- 
stitution S, der Fuchsschen Gruppe 9 angewandt wird, mit der Deter- 
minante der dem S, entsprechenden Substitution von ©, d.h. mit 


I .(r) I-1 


|@;, 


(1.4 ] ... ı), 





In dieser Form sind die Reihen (3.) als Verallgemeinerung der von Ritter” 
betrachteten „automorphen Formen“ anzusehen, die sich bei Anwendung 
der Substitutionen der Fuchssehen Gruppe auf die «,, a, mit vorgeschriebenen 
Constanten multiplieiren. Die independente Untersuchung der Reihen (3. 
kann mit den von Herrn Poincare für die Untersuchung der Fuchsschen 
T'heta- und Zeta-Reihen geschaffenen Hülfsmitteln erfolgen. Die Uonvergenz 
ist als gesichert anzusehen, sobald die Gruppe 9 den von uns sogenannten 
„Uonvergenzbedingungen“* entspricht. Die Art wie sich diese Reihen bei 
dem hier betrachteten Probleme darbieten, dürfte sie wohl einer genaueren 
Behandlung nicht unwerth erscheinen lassen, wir behalten uns eine solche 
für eine spätere Gelegenheit vor und bemerken nur noch, dass dieselben 
z.B. für a=2 auch in der übersichtlichen Form: 


(1) Br. (\)/Q (\)/Q (1 ' 
fı Ss, J fi (S,,) pP {#8 (p, ' I 


Dre \ (2) / v \ (?) 7 p x (?)7/C 
| y pi (S, / Yı (9,,) p: S, / f: S, 
» 
(v,.», 
Y,) a‘; ) Tan ) a‘ ) PL ) 
a‘? ) as ) a! ) MS ) 


veschrieben werden können, wo kurz 
9,(8,)= pi (S, u, S,w), etc., 
vesetzt wurde. 
Wir wollen im Folgenden unter einer eindeutigen invarianten Form 
der ,, %, der Einfachheit wegen stets einen Ausdruck verstehen, der in 
den «,, % homogen von einem geraden negativen ganzzahligen Grade ist, 


bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe 9 auf die «,, w, absolut un- 
geändert bleibt und, mit der geigneten Potenz von =, multiplieirt, in eine 


*) A.a.0. 8. 56. 


Journal für Mathematik Bd. UOXXIII. Heft 2. 20 
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Function von n übergeht, die sich innerhalb des Fundamentalbereiches F, 
wie eine rationale Funetion und in der Nähe einer Ecke 4, wie ein Ausdruck 
von der Form («) beziehungsweise (5) verhält. Eine solche Form ist dann 
stets als Reihe 

> p(S,u,, S,%,) 


v0 

darstellbar, wo P(u,, ,) eine rationale homogene Function geraden negativen 
(ganzzahligen) Grades der «,, #, bedeutet. Dann können wir sagen, dass 
irgend n-+1 Systeme zu den Gruppen © und 9 gehöriger Fuchsscher Zeta- 
formen einer Relation von der Form (A.) (S. 151) genügen, wo die Coefficienten 
eindeutige invariante Formen sind. 

Bedeutet nun 
Zu, U,) | G=#r2..,0) 
ein System Fuchsscher Zetaformen vom Grade — 2m, P(u,,w,) eine ein- 
deutige invariante Form des Grades A, und bilden wir die v-ten Ueber- 
schiebungen von P über die Z, 
4.) NN ER er, 

so constituiren diese, wegen der Govarianteneigenschaft einer Ueberschiebung, 
und da die Ueberschiebung 


(B, 2," 


linear und homogen in den »-ten partiellen Ableitungen von Z, ist, ein 
Funetionssystem, welches die Substitution T, von © erfährt, wenn auf die 
2,2, die Substitution S, ausgeübt wird, das also, wie wir kurz sagen wollen, 
mit dem Systeme Z,....,Z, cogredient ist, und dessen analytisches Ver- 
halten offenbar mit dem der Funetionen Z, übereinstimmt. Die Ausdrücke (4.) 
bilden also ein System zu den Gruppen © und 9 gehöriger Fuchsscher 
Zetaformen vom (Grade 


„»—-2m-?2v. 


Awischen je »-+1 Systemen solcher Ueberschiebungen besteht folg- 
lich eine lineare Relation von der Form (A.), deren Coeffieienten invariante 
eindeutige Formen sind, und jedes System zu den Gruppen © und 9 ge- 
höriger Fuchsscher Zetaformen lässt sich durch » geeignet gewählte Systeme 
von solchen Ueberschiebungen linear, homogen, mit invarianten eindeutigen 
Formen als Coeffiecienten darstelien. 


Seien D,, P,,..., ?,_, n eindeutige invariante Formen von den 
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Graden Ay, A, ...,4,_, und bilden wir die Ueberschiebungen 

($b,,Z,)" G=0,1,...,n-1;2=1,2%...,n) 
vom Grade 4, —2m—2v, bedeuten ferner 3,,..., 3, irgend ein System zu 
den Gruppen © und 9 gehöriger Zetaformen vom Grade —2M, so bestimmen 
die Gleichungen 
(D.) = P,(D,, Zz" Yy P, x (P,,Z + r Fr, 


sofern die Determinante 


/ zZ N@-1) 
(PD, „2 (x 


n—] 


=1(@,, 2,7] Era 
von Null verschieden ist, die #,, #,,..., #,_, als Quotienten von eindeutigen 
invarianten Formen, und wenn die positive ganze Zahl M so gross ist, dass 
alle Zahlen 
u, = —4,+2m+2v—2M 


v 


wesentlich negativ ausfallen, sind die #7, selbst solche Formen vom 
Grade u,. 
Setzen wir 
f 


eur. Seo); Faury,(n), 


so ist unter Benutzung der Hilbertschen funetionalen Schreibweise der Ueber- 
schiebungen *) 


> . A ee \(n—1 
(6.) EL. = W,° (po, $ E.) 0) 4 vw, | (Q,, 5) -+- ... + w, ' (p, Y &,)" A 
Wo 
c )) u En , +-m+2? 7 
(Prr &, — 1) () (P,)i ($,) Su)r—i Au, “ '(D. , N 


(6.) a 


( = - y 
Pr)i A,(A,—1)...(),—A+1) d? ’ ua 





gesetzt wurde, und nun können wir zunächst 


Yu (Pan I > (Ya Pan + it Et ta da 
dann weiter 
Ya‘ (Pn-2, $ > Mu zu Tirr' (S u 2; (Wn-. Pa: + %n-23 Ru 
+w,$,+ w,(&,), + ++0,3(5, 
setzen und so fortfahrend endlich die rechte Seite von (6.) als Summe von 
Ueberschiebungen 


4.) I. = (I, EI HI EP + I 


*) Hilbert, Mathem. Annalen Bd. 30, S. 15ff.; vergl. A. Hirsch, Dissertation, 
Königsberg, 1892, 8. 8. 


20* 
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darstellen. Man zeigt nun genau so, wie dies Herr Hirsch”) für die von 
ihm behandelte analoge Umformung gethan hat, dass die 9, die inhomogenen 
Bestandtheile eindeutiger invarianter Formen vom Grade 

—2M-+2m-+2rv 


sind: setzen wir also 


Dee a Ol), 
so ergiebt sich aus (7.) nach Multiplication mit «a, “" 
(B.) 3. „- (O, zZ)" + (O, zZ, we + Bu re el,huun) 


d.h. es lässt sich jedes zu den Gruppen © und $ gehörige System von Fuchs- 
schen Zetaformen als Summe von Ueberschiebungen der n—1 ersten Ordnungen 
eines solchen Systems über gewisse, zur Gruppe $ gehörige, eindeutige invariante 
Formen der u,,u, darstellen. 

Insbesondere ist demnach eine solche Darstellung möglich für das 
System 


(A, Z,)”. (#=1,2..,0), 
wo A eine beliebige eindeutige invariante Form bedeutet, d. h. wir haben 
für die Z,..... Z, eine Differentialgleichung von der Form 

(8. (A, Zy® + (A,, Zy" + 4 +(A,, zZ)" —(. 


in welcher die A, A,,..., A, eindeutige invariante Formen bedeuten, deren 
Gradzahlen eine arithmetische Progression mit der Differenz 2 bilden, und 
Z als Form (—2m)-ten Grades zu betrachten ist. Durch Division mit einer 
geeigneten Potenz von #, und Einführung der in den Gleichungen (6*.) an- 
segebenen Hilbertschen Ausdrücke für die Ueberschiebungen, verwandelt 
sich (8.) in eine gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichung n-ter 
Ordnung mit der unabhängigen Variabeln 7, für die $,,...., $, ein Fundamental- 


system constituiren.”“) 
Wählt man insbesondere 
0" 1 Z. a Ru ) 


our-i-idu: 


) A.2.0.,8D. 

“®) Die Gleichung (®.) ist die homogene, oder wie sie auch genannt wird „nor- 

mirte* Form dieser homogenen linearen Differentialgeleichung; man vergl. für die hierauf 
bezügliche Litteratur „Eneyklopaedie der mathem. Wissenschaften“, Bd. I, Heft 4, S. 369: 
es Ist jedoch zu bemerken, dass die Bedeutung einer Ueberschiebung als linearer homogener 
Differentialgleichung für die eine der auftretenden Formen zuerst von Herrn Gundelfinger, 
dieses Journal, Bd. 100, S. 415 angegeben und angewandt worden ist. 











Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 157 


so ergiebt sich (vergl. Hirsch a. a. O.) A,=0, und die Differentialgleichung 

(8.) ist mit der Gleichung 

0"2r : 0 (ix n) 
ou, ou‘, 

identisch, wo Z,=Z die abhängige Variable bedeutet. 

Die gewöhnliche lineare Differentialgleichung mit der unabhängigen 
Variabeln n, die aus (8.) durch Division mit einer Potenz von «, hervor- 
geht, hat die Eigenschaft, dass ihre Coeffieienten ebenso wie ihre Lösungen 
innerhalb des Einheitskreises der 7-Ebene existirende, eindeutige Funetionen 


oe Variable mit & 


von rn sind, und dass sie sich, wenn wir ihre abhängig 


bezeiehnen. dureh die Transformationen 


ass, ’ dn\" - 
n= 3,6. i=(7) = (3 


reprodueirt”); ihre singulären Punkte sind 1) die innerhalb des Fundamental- 


. 


bereiches F,, gelegenen, und die mit diesen vermöge der Substitutionen von 
3 correspondirenden Stellen, an denen die Functionen S,(n) wie rationale 
Funetionen unendlich werden, 2) die elliptischen Eeken von F, und den 
congruenten Bereichen, in deren Umgebung sich die <, ebenfalls wie rationale 
Funetionen verhalten, 3) die Punkte der Peripherie des Einheitskreises 
Unbestimmtheitsstellen). 

Man erkennt die Analogie, welche diese linearen Differentialgleichungen 
mit den sogenannten Picardschen Gleichungen darbieten, deren Üoefficienten 
eindeutige biperiodische Functionen, und deren Lösungen eindeutige Funetionen 
einer Variabeln 7 ohne Unbestimmtheitsstellen im Endlichen sind. Bei den 
Picardschen Gleichungen tritt das Verhalten der Coefficienten und Lösungen 
gegenüber den periodischen Transformationen von n schon bei der gewöhn- 
lichen Schreibweise in volle Evidenz; bei den hier betrachteten Differential- 
gleichungen dagegen, ist die homogene Auffassung, die sich in der Form 
(8.) der Differentialgleichung ausspricht, unerlässlich um das Verhalten der 
Goeffieienten (A, A,, ..., A,) und der Lösungen gegenüber den Substitutionen 
von # beziehungsweise £ hervortreten zu lassen. Ueberhaupt spielen, wie 
wir sehen, für den Fall der projeetiven Transformationen der unabhängigen 
Variabeln, die Ueberschiebungen dieselbe Rolle, wie im Falle der periodischen 
eewöhnlichen Dert- 


o 


Transformationen (Vermehrung um eine Constante) die 
virten. 


*) Vergl. Handbuch, Bd. II., 2, 8. 5721. 
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Fassen wir die Ergebnisse der bisherigen Untersuchung zusammen, 
so können wir für gegebene Fundamentalsubstitutionen A,,..., A,, die den Con- 
vergenzbedingungen genügen, Systeme Fuchsscher Zetaformen construiren, 
durch die sich alle cogredienten, in der Form (B.) (S. 156) darstellen lassen, 
und die selbst einer Differentialgleichung von der Form (8.) Genüge leisten. 
Diese Systeme von Zetaformen hängen noch von gewissen unbestimmten Para- 
melern ab, die innerhalb des durch die Zahlen g,, 9:, .--, 9u,' eharakterisirten 
Typus holoödrisch isomorpher Fuchsscher Gruppen, der ersten, zweiten oder 
sechsten Familie vom Geschlechte Null, eine bestimmte Gruppe individualisiren. 


IL. 

Die Parameter, die innerhalb des durch die Zahlen 9, 92, ::., ax 
bestimmten 'T’ypus holo&@drisch isomorpher Fuchsscher Gruppen eine bestimmte 
(Gruppe individualisiren, können auf mannigfaltige Weise gewählt werden. 
Jedem Systeme solcher Parameter entspricht dann eine Fassung des Problems 
der Bestimmung von Fuchsschen Zetaformen, die zu der durch die A,,..., A, 
bestimmten Gruppe © gehören. Zu einer besonders wichtigen solchen 
Fassung werden wir gelangen, indem wir jetzt dazu übergehen, die Fuchs- 
sche Function von 7 

2 = fm) 
heranzuziehen, die zur Gruppe 9 gehört und innerhalb des Fundamental- 
bereiches F, jeden Werth nur ein einziges Mal annimmt. Diese Function, 
die durch Angabe der Gruppe 9, abgesehen von einer projeetiven Trans- 
formation eindeutig bestimmt ist, hat die Eigenschaft, dass sie, wenn 


(1.) “= f(A,) (#=1,2,..0+1) 
gesetzt wird, die eindeutig conforme Abbildung des Fundamentalbereiches F, 
der n-Ebene auf die durch gewisse Schnitte 


(a,, A,41) (#—=1,2,..., 0) 
zerschnittene x-Ebene liefert. Wenn der Punkt a,,, im positiven Sinne um- 
kreist wird, so folgen diese Schnitte in der durch die Zahlen z=1,2, ..., 0 
bestimmten Reihenfolge auf einander. 

Nach dem Fundamentaltheorem der Theorie der Fuchsschen Functionen*) 


*) Poincare, Acta Mathem., Bd. IV., S. 231—279, 294—308; Liouvilles Journal, 
1595, S. 157ff.; vergl. dieses Journal, Bd. 105, S. 181ff. oder Handbuch, Bd. II, 2, 


Ss. 768—327. 








Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 159 


können die o+1 Werthe (1.) geradezu als jene Parameter angesehen werden, 
von denen der durch die Zahlen (g,, 9: +, 95,1) determinirte Typus Fuchs- 
scher Gruppen abhängt, indem nämlich im Sinne dieses Fundamental- 
theorems, wenn man den a,, @, ..., 4,, @,,, willkürlich vorgeschriebene. von 
einander verschiedene Werthe beilegt, stets eine und nur eine dem Typus 
angehörige Fuchssche Gruppe 9 vom Geschlechte Null, der ersten, zweiten 
oder sechsten Familie gefunden werden kann, für welche die zugehörige 
Fuchssche Function <= f(n) in den Ecken 4, des Fundamentalbereiches F, 
die Werthe a, annimmt. 


Dureh die Substitution 


/ dx is dx 


u | ’ »=nYy: 
dn dr 


verwandelt sich das System von Zetaformen Z,(u,. u, 


a 
u 4 


in ein System von 
Funetionen von x 


‘ T:/{ won fu ( 
(2.) Z,(uw,u) = Y,(z ( 


P4 ZN 


welche, zu Folge der bekannten Eigenschaften der Fuchsschen Function f{n) 
und der in den Nummern I., II. entwickelten Eigenschaften der Zetaformen, 
innerhalb der durch die Schnitte (a,,a,.,) (2=1,2,...,0) zerschnittenen 
x-Ebene T, eindeutig sind, nur an einer endlichen Anzahl innerhalb T ge- 
legener Stellen wie rationale Funcetionen von z unendlich werden können 
(denjenigen x-Stellen nämlich, die den innerhalb F, gelegenen Unendlichkeits- 
stellen der rationalen Funetionen H,(S,n) in Gl. (6.) der No. ]. entsprechen), 
die Substitution A, erleiden, wenn x den Schnitt (a,, a,,,) in positivem 
Sinne überschreitet und in der Umgebung der Stellen (1.) ein Verhalten 
zeigen, welches sich auf Grund der Entwickelungsformen (8.), (9.) der 
No. II. vollständig angeben liesse, in Bezug auf welches es aber genügt test- 
zustellen, dass die in Rede stehenden Funetionen in den Punkten (1.), die 
wir kurz die Verzweigungspunkte dieser Funetionen nennen können, nieht unbe- 
stimmt werden. Das Funetionssystem (2.) hängt ausser von x noch von den, als 
von einander und von re unabhängig veränderlich zu denkenden Parametern 
A,@,.2..,@,,, ab; wir stellen uns die Aufgabe die Art dieser Abhängigkeit 
eingehender zu untersuchen und müssen zu dem Ende zunächst diejenigen 
Daten, die ein solches Funetionssystem vollständig und eindeutig bestimmen, 
genauer festzustellen suchen. 
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Das Functionssystem (2.) löst das folgende Problem: 

(A.) Man bestimme ein System von » Functionen von x, welche in 
der ganzen xz-Ebene mit Ausnahme von o+1 ihrer Lage nach 
unbestimmten Punkten a,, @,..., a,,., das Verhalten rationaler 
Funectionen zeigen, in diesen Punkten selbst nieht unbestimmt werden 
und beim Ueberschreiten der Querschnitte (a,, a,,,) die unimodu- 
laren und die Convergenzbedingung erfüllenden, sonst willkürlich 
vorgeschriebenen Substitutionen A,, für z=1,2,...,0o, erleiden. 

Die sämmtlichen Functionssysteme, die diese Aufgabe lösen, 
können wir in einen Typus (A,, A,,...,A,) zusammenfassen; dieser 
hängt dann ebenso wie der entsprechende Typus (g,, 9 :..-.,94:1) 
holo@drisch isomorpher Fuchsscher Gruppen, noch von den o-+1 
willkürlichen Parametern a,,@,,...,@,;, ab. 


\w 


Man kann diese Parameter z. B. dadurch fixiren, dass man ihnen 
selbst willkürlich vorgeschriebene Werthe beilegt, dann sind in dem 
Probleme (A.) die o+1 Punkte a, nieht mehr unbestimmt, sondern gegeben. 
wir bezeichnen das so beschränkte Problem durch (B.) und fassen die 
(sesammtheit aller Funetionssysteme die dieses Problem lösen in eine Art 

A At) 

en 
zusammen. Die Systeme einer Art sondern sich weiter in Klassen, indem 
wir als zu derselben Klasse gehörig diejenigen Systeme einer Art be- 
zeichnen, die auch dieselben Punkte 5,,b,,...,b, der xz-Ebene zu Polen 
haben. Diejenige Klasse, für welche Pole überhaupt nicht vorhanden sind, 
die also jene Funetionssysteme der Art in sich begreift, die nach Ausschluss 
der Punkte @,,...,a,;, allenthalben endlich bleiben, könnte man als die 
Hauptklasse bezeichnen. Ein beliebiges Functionssystem der Art kann 
offenbar durch Multiplieation mit einer rationalen Function von x in ein 
System der Hauptklasse verwandelt werden. 

Das Problem, dessen allgemeine Lösung durch die Hauptklasse dar- 
gestellt wird, bezeichnen wir durch (C.), es ist das Riemannsche, welches 
dem Fragmente zu Grunde liegt. 

Die bisherigen Erörterungen haben den Existenzbeweis für die Lösungen 
der Probleme (A.), (B.), (C.) geliefert, vorausgesetzt, dass die gegebenen Sub- 
stitutionen A, die Convergenzbedingungen erfüllen. Vie Frage, ob diese 
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Bedingungen für die Lösbarkeit dieser Probleme an sich wesentlich sind. 
oder ob sie nur der hier gegebenen Lösung anhaften, bleibt offen; wir be- 
merken nur, dass die Allgemeinheit einer Gruppe linearer Substitutionen 
für die ein den Gonvergenzbedingungen genügendes Svstem von Fundamental- 
substitutionen existirt, eine sehr grosse ist. Z. B. haben nach einem, in der 
neueren Litteratur oft eitirten Satze des Herrn Frobenius”) alle Gruppen 
diese Eigenschaft, die eine definite, sogenannte Hermitesche Form in sich 
selbst transformiren. In Bezug auf die allgemeinen von Herrn Fuchs“) unter- 
suchten Gruppen, die eine beliebige Hermitesche Form in sich selbst trans- 
formiren und mindestens eine Substitution enthalten, deren Fundamental- 
vleichung lauter verschiedene Wurzeln vom absolutem Betrage Eins besitzt, «ilt 
im Falle a= 2 und sofern die elliptische Substitution deren Vorhandensein 
sefordert wird, nicht periodisch ist, dass, wenn ein System von Fundamental- 
substitutionen vorhanden ist, auch eines gefunden werden kann, welches den 
Uonvergenzbedingungen genügt. 

Setzt man die Existenz eines Functionssystems, welches die Lösung 
der Probleme (A.) beziehungsweise (B.) liefert, als bewiesen voraus, so folgt 
in bekannter Weise”) die Form der Entwickelung dieser Funetionen in 
der Umgebung der Verzweigungspunkte. Aiemann führt das im Fragmenter 
nur für den Fall durch, wo die canonische Form der Substitution A, lauter 
Diagonalglieder enthält, natürlich hat es gegenwärtig keine Schwierigkeit 
den allgemeinsten Fall in eben derselben Weise zu behandeln. Bedeutet 
wie in No. ll. B, die Substitution, welche A, in die canonische Form trans- 
formirt und setzt man 


FD has ; 19 N‘ 
B,Y,(z) = n.,(8) { Me N} 
s * ak [2 c » . * . > Rn. * . * z 
so sindiT) die n,,(z) mit gewissen Potenzen von z—a, multiplieirt, 
loo w. 
m \ - f- . Be - Hl. 
(z-a,) "Anl, Ta per 
für 2 = von Null verschieden, endlich oder nur unendlich, wie ein 


%” 
Ausdruck 
L=a+b.log(z—-a,) + +1.(log (z-a,)). 


*) Dieses Journal, Bd. 95, S. 267. 
**) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1596, S. 152. 
**#=) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 131 ff. 
7) Werke, S. 381, 382. 
1T) Fuchs, a. a. 0. S. 142#. 
Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 2. 
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wo die a,b,..../! Constanten bedeuten; wir nennen die r,, die Eixrponenten 
des Funetionssystems Y,(z) beim Punkte a,; dieselben sind, wenn die Sub- 
slitutionen A, die Convergenzbedingungen erfüllen, sämmtlich real. 


Diese Resultate sind, ebenso wie ein T'heil der nun folgenden, unab- 
hängig davon, ob die A, die Gonvergenzbedingungen erfüllen oder nicht, 
sofern man die Existenz des postulirten Funetionssystems als erwiesen an- 
sieht; wir werden aber die Convergenzbedingungen „leichwohl stets als 
erfüllt voraussetzen, um von den Existenztheoremen in der von uns präcı- 
sirtten Form Gebrauch machen zu können. 

Aus den Formeln der No. II oder auch direet ergeben sieh dann 
weiter die folgenden Sätze”). 

l. Zwischen je »+1 Systemen einer Art 

y'») PER DIR TIE EG EEE 
bestehen die Ikelationen 
Pu yV +Ppı yet Pu y% — () (2=1,2,...,n) 
mit in «= rationalen Üoefficienten Pu. Pıs---- P.- 

2. Bedeutet y,,...,9, irgend ein System der Art, so gehören die 

Systeme der Ableitungen jeder Ordnung nach x dieses Systems mit den 





Yı,:+.,9, zu derselben Klasse; die y,,...,%, bilden folglich ein Fundamental- 
system einer linearen homogenen Differentialgleichung mit rationalen Coefh- 
eienten, die stets von der »-ten Ordnung ist, wenn die durch die Substitu- 
tionen A,, A,,...,A, bestimmte Gruppe © nicht reduetibel ist**). 

3. Bedeutet y,,...,y, ein System der Hauptklasse, so gilt das Gleiche 
von den Systemen 


d’ 
d Br (x 1,2, n / 9 APR —1) 
Fr 
und jedes System der Art z,,...,2, ist in der Form 
/O N > N dy, ee. U; ’ 
(8.) N Keim j 


darstellbar, wo die 9,91, ++ -,9._, rationale Funetionen von x sind. Um- 
gekehrt stellen die Ausdrücke (3). bei beliebiger Wahl der rationalen 
Funetionen gu, +. , g,_, ein System der Art dar. Auf diese Weise bestimmt 


sich also die ganze Art durch ein System der Hauptklasse. 


“) Riemann, Werke, Fragment. S. 382, 383; vergl. Fuchs, Sitzungsberichte 1388, 
S. 1275#.; Handbuch Bd. Il, 1, X. Abschnitt. 
“) Die Differentialgleichung gehört natürlich zur Fuchsschen Klasse. 
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Es seien nun 


(0) (1) (n—1) 


u E - 
n Systeme der Hauptklasse, deren Determinante 

Bu" (e=1,2,...n) 
nieht identisch verschwindet. Wir verlegen“) den Punkt a,,, ins Unendliche, 
was stets möglich ist, da ja x nur abgesehen von einer projeetiven 'T'rans- 
formation bestimmt ist, und bezeichnen nun mit 


(4) (1) (4) 
Nıus Er wi Pr N an 


die Exponenten des Funetionssystems y\, y\,...,y\‘' beim Punkte a,. Es 
ist dann 
er (4) 


ww, —=® u (A 


jedeutet dann”) r, die kleinste unter den Summen 


nl 


gt (4) 
un "ru, 
WO tt, la, ..., 4, irgend eine Permutation der Zahlen ©, 1.....n—1 be- 


deuten, so ist in der Umgebung von 2 = a, 


Lem) 


D=(r-a)" WS, (c—a, c 


EN 


a 


wo die B,B,,..., %,;ı gewöhnliche Potenzreihen andeuten. 





nn / 


T/ 


Da die Substitutionen A, unimodular vorausgesetzt werden, sind die r, 
sanze Zahlen. 
Wenn nun 


gesetzt wird, so ist das Product 
(4.) D-(z-a,)"...(2—a,) "0 
für alle endlichen Werthe von x holomorph und verhält sich für 2 = x 
’ wie 2’, Wäre r positiv, so müsste das Product (4.) eonstant und folglieh, 
da es fir = x verschwände, identisch Null sein, wider die Voraussetzung. 
Also it r—0, 


vom Grade |r|. Wir bezeichnen die verschiedenen Wurzeln der Gleiehung 


d.h. das Product (4.) ist eine ganze rationale Function @ (@ 


Y/r . . . . . a. . 
G(z)=0 mit b,,b,,...,b,, nennen sie die ausserwesentlich singulären Stellen 


0 
> 


des Systems der y?=”, und legen jeder solchen Stelle diejenige Zahl als 


“) wie Herr Weber vorschlägt, Riemann, Werke, S. 359, Fussnote. 


N 


) Vergl. hierfür, Riemann, Fragment, S. 383, 384. 
2% 


— 
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Ordnungszahl bei, die ihre Vielfachheit als Wurzel der Gleichung @ (=) = 0 
anglebt. 
Setzen wir 


5) HT wen 


so definiren diese Gleichungen, wenn die 


g(2), hu (x), hı (2), ..., h,_. (®) 


beliebige ganze rationale Funetionen von z ohne gemeinsamen Theiler be- 
deuten, in den 2,,....z, ein Functionssystem der Art. Soll aber dieses 
Funetionssystem, gleich den y{”, zur Hauptklasse gehören, so ist zunächst 
offenbar nothwendig”), dass diejenigen Lösungen der Gleichung 


g(2) =, 
die mit keinem der Punkte a,,..., a, eoincidiren, auch die Determinante D 
annulliren, also zu den ausserwesentlich singulären Punkten gehören, und 
weiter”) folgt, dass g(x) in einem solchen Punkte nicht von höherer Ord- 
nung verschwinden darf wie @ (x), d. h. wie die Ordnung des betreffenden 
ausserwesentlich singulären Punktes anzeigt. 
Wir denken uns nun die Systeme 
y\ (u=1,2,....n-i) 

speciell als die Ableitungen erster bis (a—1)-ter Ordnung der 


SU 
Y. ir Y. 


gewählt”). Die Determinante D ist dann sicher von Null verschieden, 
und es istT) 


.d n(n—1 Ä 
nm "RN, wer, Geha.) 
ut un 
” n(n—]1) 
a m Y (« +1 L) +1 — +1) 
N o+1 ja er I)+ 2 ’ r\ N rs . 
‘= 


Die Wurzeln b,....,b, der Gleichung |r|-ten Grades 


D nm (2-4) = G(x) = 0 
| 


*) Vergl. Handbuch, Bd. II, 1, S. 369. 
**) Vergl. a. a. 0. 8. 376. 
"**) Riemann, Fragment, S. 334,356. 
7) Siehe Fuchs, dieses Jourual Bd. 66, S. 145 fl. 
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nennen wir”) die ausserwesentlichen singulären Punkte des Funetions- 
systems 

PR a 
und wenn @(x) den Factor c—b, zur r,-ten Potenz enthält, 5b, also ein 
ausserwesentlich singulärer Punkt r,-ter Ordnung ist, so haben wir 


rk 0 2 n(n—]1) 
(5°) -r= 3n= 3 Zr®—-(6-1)" 
1 =1x=1 Z 


und es kann in (5.) die ganze Function g(x) den Factor r—b, auch höchstens 
zur r,-ten Potenz enthalten, falls das Funetionssystem 2,, 2. ...,2, Mit 9,.%..... Y, 
zu derselben (Haupt-) Klasse gehören soll. 

Enthält g(z) wirklich den Factor (re —b,)', so haben die Coefficienten 
der ganzen Functionen A. A,,....A,_, noch (a—1)r, Bedingungsgleichungen 
zu erfüllen, damit die durch die Gleichungen (5.) bestimmten z,. 3,, ..., 3, für 
z=b, endlich bleiben””); zu diesen treten dann noch die r, Bedingungs- 
gleichungen für die Coefficienten von g (x), die bewirken, dass g(z) durch 
(2 —b,)'x theilbar sei, so dass also ein ausserwesentlicher singulärer Punkt 
t,.ter Ordnung, den Coefficienten der Relationen (D.) genau nr, Bedingungen 
auferlegt, die erfüllt sein müssen, damit das System 3,.....3, mit Yı,....M, 34 
derselben Klasse gehört. 

Zugleich mit den z,....:z, gehören auch die suecessiven Ableitungen 
dieser Functionen nach x mit den y,.....y, zu derselben Klasse, bezeichnen 
wir also die Ableitungen durch obere Accente, so haben wir 


f a \ I n—] % Bas 
() H,(z) r . hy, + hy)’ ++ Rh. ( s )s 


wo die A,(z) ganze rationale Funetionen bedeuten, die nur für a,.a,,....a 
verschwinden, und die A,, ganze Funetionen sind. Die Bedingungen, denen 
diese letzteren ganzen Functionen zufolge der ausserwesentlich singulären Stelle 
z=b, genügen müssen, können. wir jetzt mit Rücksicht auf die Gleichung 


(6.) G(&).H,(e)...H, .D 


03 





Fatal a: 
ı\7) | nd | Dre h;, 


x+1 
(4, x 0,1,,..,0-1) 


ı 


dahin formuliren, dass die Determinante |h 
von @(z) theilbar sein muss. Setzen wir 


Ih.|= (G@)}"Kee). 





durch die (a— 1)-te Potenz 


IH 


*) Vergl. Fuchs. dieses Journal, Bd. 68, S. 378. 
**) Riemann, a. a. 0.; vergl. Handbuch Bd. II., 1, 8. 377 Mt. 
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so lautet mit Rücksicht auf die Definition von @(@): 
D= G(x): 11 (2—a,)', 
i=1 
die Gleichung (6.) 
H,(@)...H,_,(&)|2®,|= K(a)- I («-a,)r; 


u= 1 


die ausserwesentlichen singulären Punkte des Funetionssystems 2,,2,,...,2 


n 


werden folglich ihrer Lage und Ordnungszahl nach durch die Gleichung 
K (x) = 0 


geliefert. Da die A,, stets auf mannigfaltige Weise so eingerichtet werden 
können, dass K(x) lauter verschiedene lineare Factoren enthält, folgt, dass 
wir stets ein System der Hauptklasse herstellen können, das lauter ausser- 
wesentliche singuläre Stellen erster Ordnung besitzt”) 
Wir können also von vornherein voraussetzen, dass die r, sämmtlich 
gleich Eins und folglich @ (x) vom Grade o ist, wo 
(7) == Zw "RD 1), 
i=1x=l _ 
Die Gleichungen (5.) werden dann das allgemeinste System 2,,..., 2, 
der Hauptklasse darstellen, wenn 
g(2) = @(&): H(«) 
ist, wo Hz) nur für die a,,@,,...,a, verschwindet, und die ganzen Fune- 
tionen Ay. Aı,...,A,_, jedem der ge linearen Factoren c—b, von G(x) ent- 
sprechend die a—1 Bedingungsgleichungen erfüllen, die bewirken, dass die 
s, für z2=b, endlich bleiben. 


IV. 

Wenn man die 2,,2,,...,3, als die »-ten Ableitungen der y,, Y», ---, %, 
wählt, so erhält man die lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung, der 
die Yı.%o....,9, Genüge leisten. Man kann dann die bekannten von 
Herrn Fuchs”*) aufgestellten Sätze über die Form der Coeffieienten dieser 
Differentialgleichung herleiten, indem man die von Herrn Fuchs”"*) ange- 
gebenen Methoden mit leichten Modifieationen zur Anwendung bringtf). Wir 


' 
*) Vergl. hierzu Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1893, S. 987. 
“") Dieses Journal Bd. 66, S. 146. 

*) A,.a.0. S. 145ff. 

7) Verel. z. B. Handbuch Bd. II, 1, S. 378 fl. 
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wollen aber von dieser Differentialgleichung keinen unmittelbaren Gebrauch 
machen, sondern unsere weiteren Betrachtungen auch ausschliesslich an 
das Funetionssystem y,,...,y, knüpfen*). 

Wir stellen uns nach dem Vorgange von Riemann die Aufgabe, die 
Coeffieienten der Gleichungen (5.) der vorigen Nummer so zu bestimmen, 
dass die 2,,...,2, mit den 9,, 9, ..., 9, nicht nur zu derselben Klasse ve- 
hören, sondern dass auch die Exponenten bei den Punkten 

er NE DE RE 
für die beiden Functionssysieme dieselben sind”). Denken wir uns aus dem 
Gleiehungssysteme (5.) No. III die Quotienten 

h, h. h, 

ER 
als Determinantenquotienten ausgedrückt, so folgt zunächst aus der in 


ie) 


i 


Bezug auf die Exponenten aufgestellten Forderung, dass die Zählerdeter- 
minanten in der Umgebung von z=a, die Form 
(2-0): PB,.(@- a) | 
haben, wo die %,, gewöhnliche Potenzreihen andeuten. Daraus schliessen 
wir, dass wir 
gie) = Ge, 
nehmen können, sodass die Gleichungen (5.) No. III die Form annehmen 
1) 6a) My thay” + th age) wann 
Ferner ergiebt die Betrachtung des unendlich fernen Punktes für die Grad- 
zahlen 7, der ganzen rationalen Funetionen A, 


und die Betrachtung des singulären Punktes a, lehrt, dass die Forderung 
der Gleichheit der bei diesem Punkte stattfindenden Exponenten für die 


beiden Functionssysteme, 
n(n— 1) 


>) 


linearen Bedingungsgleichungen zwischen den Üoefficienten der h, gleieh- 
kommt”**) 


). Wir haben also zwischen den 
N n(n—]) 
n ‚g Br l)-+ .) 

*) Riemann, behandelt die Differentialgleichung im zweiten Theile des Fragmentes 
I. 986 If.) 
**) Riemann, Werke, Fragment, S. 354, 385. Das zunächst Folgende (bis S. 169, 


/,eile 11 v. u.) ist im Wesentlichen eine genauere Ausführung der Andeutungen Riemanns. 
***) Vergl. Handbuch Bd. II, 1, S. 386 ff. 
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Coeffieienten der Ah, 


n(n— 1) 
“ > 9} 


Bedingungsgleichungen, zu denen im Sinne der vorigen Nummer noch die 
den g ausserwesentlichen singulären Punkten erster Ordnung entsprechenden 
(a—1)o Bedingungsgleichungen hinzutreten. Es bleiben somit noch 
n(n—]) 
»+e-(0o-1) —— 


— 


Uonstanten verfügbar, und diese Anzahl muss offenbar zum mindesten gleich 
Eins sein, da die Multiplication der y,,%,,...,9, mit einem gemeinsamen 
von = unabhängigen Factor jedenfalls ein Funetionssystem von der für 
%,,...,2, geforderten Beschaffenheit liefert. Hieraus ergiebt sich, dass die 
Anzahl E der ausserwesentliehen singulären Stellen erster Ordnung für ein 
den Anforderungen des Problems (C.) genügendes Functionssystem, bei will- 
kürlicher (den Convergenzbedingungen Rechnung tragender) Wahl der Sub- 
stitutionen A,,...,A, und der Punkte a,,@,,...,4,;, im allgemeinen zum 


mindesten gleich 
o=1-nr+(0-1) ae 
sein muss”). 

Wenn eg =@,+r ist, so enthalten die Coeffieienten Ah,,h.,...,A,_, in 
den, das System 2,,...,3, definirenden Gleichungen (1.) genau v+1 will- 
kürliche Constanten und zwar gehen diese in die Ausdrücke der z, linear 
und homogen ein. Lassen wir diese CGonstanten unbestimmt, so liefern die 
eedachten Gleichungen das allgemeinste Funectionssystem der Hauptklasse, 
welches bei den Verzweigungspunkten @,, 4, ...,@,, © dieselben Exponenten 
besitzt. wie Yı, Ya, +.., 9m. Da die Gleichung (5°) No. III. natürlich auch 
für das System 2,,...,2, gültig ist, wird die Anzahl der einfach zu zählenden 
ausserwesentlichen singulären Stellen (d. h. also jede solche Stelle so 
oft gezählt, als ihre Ordnungszahl anzeigt) dieses Functionssystems auch 
gleich o sein. 

Indem wir jenen »+1 Constanten specielle Werthe beilegen, können 
wir jedoch erreichen, dass gewisse der den z,,...,2, zugehörigen Ex- 


*) Es sei gestattet zu betonen, dass diese Constantenzählung rein algebraisch, 
also von wesentlich anderer Natur ist wie diejenigen Zählungen, bei denen auch die Üoeffi- 
cienten der Fundamentalsubstitutionen mit in Betracht kommen (vergl. z. B. Riemann, 
Werke S. 359, 300; Poincare, Acta Mathem. Bd. IV, S. 217—219). 
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ponenten (die vermöge der den Üoefficienten Ay, A, ..., A,_, auferlegten 
Bedingungen keinesfalls kleiner sein können wie die entsprechenden Exponenten 
der 91, Y23 ++, 9n) grösser werden wie die entsprechenden der y,,...,Y.. Sei 

‚B. B, die Substitution, die A, “ die canonische Form transformirt, und 
setzen wir (vergl. oben No. III, S. 161) 


B, Y, (@) =n,; (x) Ge 1,2.) 
so verringern wir offenbar die Anzahl der in die A,, A,,...,A%,_, linear ein- 
gehenden »+1 willkürlichen Constanten ums Eins, wenn wir in einem der 
Ausdrücke 

(2.) WNathna + +h.,nG 


den Coefficienten des Anfangsgliedes der Entwiekelung in der Umgebung 
von z=a, zum Verschwinden bringen. Dadurch wird aber der dem Ex- 
ponenten r‘* des Systems Y,,...,9, entsprechende Exponent des Systems 
%1,..., 3, Mindestens um eine Einheit erhöht und folglich gemäss der 
Gleichung (5°.) No. III. die Anzahl der einfach zu zählenden ausserwesent- 
lichen singulären Stellen des Systems z,,...,2, um ebenso viele Einheiten 
vermindert. Wenn wir über v von den v+1 homogen linear eingehenden 
willkürlichen Constanten auf diese Weise disponirt haben, so haben wir die 
lixponentensumme der 2,,...,3, gegenüber der des Systems Yı...., y, um 
mindestens » Einheiten erhöht; wir erhalten folglich ein System z,,...,2,. 
welches höchstens o, einfach zu zählende ausserwesentliche singuläre Stellen 
besitzt, und welches, abgesehen von einer als gemeinsamer Factor aller z, 
ul willkürlichen Constanten, unzweideutig bestimmt ist. Wir fixiren 
diese letzte Constante noch, indem wir in einem der Ausdrücke (2.) den 
Üoefficienten des Anfangsgliedes der Entwickelung in der Umgebung von 
v=a, gleich Eins machen. 

Wir fassen jetzt das Ergebniss der bisherigen Untersuchungen, so 
weit wir es für weitere Fragen zu verwerthen beabsichtigen, in den 
folgenden Satz zusammen: 

Sind die o+1 Punkte a@,,4;,,...,0,,4,., und die unimodularen, den 
Uonvergenzbedingungen gehorchenden o Substitutionen A,, As,..., A, will- 
kürlich vorgeschrieben, so können wir uns zunächst mit Hülfe der Fuchs- 
schen Zetaformen und auf Grund des Fundamentaltheorems der Theorie der 
Fuchsschen Functionen ein Functionssystem von x herstellen, welches einer 
bestimmten Art, mit den gegebenen Punkten als Verzweigungspunkten und 
den gegebenen Substitutionen als Fundamentalsubstitutionen angehört. Von 

Journal für Mathematik Bd. CXXIIl. Heft 2. 22 











170 Schlesinger, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


diesem können wir durch Multiplication mit einer geeignet gewählten ratio- 
nalen Function von z zu einem Functionssystem der durch die a,,..., @,,a,.ı 
und die A,,...,A, bestimmten Hauptklasse übergehen, und von diesem 
endlich, durch das in dieser Nummer geschilderte Verfahren, zu einem ein- 
deutig determinirten Functionssysteme der Hauptart, welches ein gewisses 
Minimum von ausserwesentlichen singulären Stellen aufweist. 

Dieses letztere Functionssystem ist also durch Angabe der a, @,...,@,;1, 
der A,, Ar,...,A, und gewisser anderer Elemente (wie Exponenten, Anzahl 
der ausserwesentlichen singulären Stellen) die aber von den a,,@,...,4,,4,;, 
unabhängig sind, vollkommen determinirt; wir nennen es ein Hauptsystem der 
Hauptklasse und bezeichnen es durch y,, %,...,y,. oder durch 


Sr RE a 
P( ij, 
Ay An: 4% / 


wobei wir uns den Punkt a,,, stets ins Unendliche verlegt denken wollen. 

(seben wir auch der unabhängigen Variabeln x einen festen endlichen 
Werth, der von a,,4,,...,a, verschieden ist, so liefert die geschilderte Be- 
stimmungsweise ein System von a-Werthen 

yılz), Yo), » + +, Yn() 

und die aus diesem Systeme durch Anwendung der Substitutionen der 
Gruppe © (die aus den A,, As,...,A, als Fundamentalsubstitutionen gebildet 
ist), hervorgehenden Werthesysteme. 


V. 

Wir wollen uns bei der Bestimmung des Hauptsystems %,, 93, +... 9, 
die @,,@,,..., a, (ähnlich wie beim Probleme (A.) S. 160) ihrer Lage nach un- 
bestimmt denken, dagegen alle übrigen Elemente, namentlich also die Coeffi- 
eienten der Fundamentalsubstitutionen, A,, A;, .... A, als fest gegeben, jeden- 
falls als von den a,, @, ..., a, völlig unabhängig ansehen. Dann erscheinen 
die Y1. Ya, +... 9, als Funetionen der o+1 von einander unabhängigen Variabeln 
X, 4. Ay... dy Wir werden in den folgenden Nummern die Art der Ab- 
hängigkeit ‚dieser Funetionen von den @,, @,, ..., a, Ins Auge fassen, schicken 
aber, ehe wir auf diese Aufgabe eingehen, einige Bemerkungen voraus, die 
auf den Zusammenhang hinweisen sollen, der zwischen dieser Aufgabe und 
gewissen, sogleich näher zu bezeichnenden Untersuchungen von Herrn Fuchs 


besteht. 


Nach dem Satze 2. der No. III (8. 162) genügen die y,, Y», ..., y, als 
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Funetionen von x betrachtet, einer linearen homogenen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung mit in x rationalen Coefficienten 
n n—1 
1.) TE Tr ee RE) 

die zu der von Herrn Fuchs”) charakterisirten Klasse gehört und deren 
wesentliche singuläre Punkte die a,, @,...., a, und der Punkt 2 = © sind, 
während als ausserwesentliche singuläre Punkte die o Punkte auftreten, die 
wir oben als ausserwesentliche singuläre Punkte des Systems 9, Yo. ..., 9, 
eingeführt hatten. Die aus den Substitutionen A,, A», ..., A, als Fundamental- 
substitutionen componirte Gruppe © ist die Monodromiegruppe dieser Ditte- 
rentialgleichung, wenn man das Fundamentalsystem y,...., y, zu Grunde 
legt; da diese von den singulären Punkten a,, @, ..., a, unabhängig ist, so 
gehört die Differentialgleichung (1.) zu der Gattung derjenigen, die Herr 
Fuchs in seinen Arbeiten“*) zuerst untersucht hat, deren Monodromiegruppe 
von gewissen in den Coefficienten auftretenden Parametern unabhängig ist. 
Es führt also das Riemannsche Problem ganz allgemein, und ebenso natür- 
lich überhaupt das Problem (A.), auf Differentialgleichungen dieser Gattung, 
während, wenn man von einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse 
ausgeht, die Forderung, dass es ein Fundamentalsystem geben soll, dessen 
Gruppe von einem in den Coefficienten der Differentialgleiehung auftretenden 
Parameter unabhängig ist, eine wesentliche Beschränkung für die Uoeffi- 
cienten dieser Differentialgleichung involvirt. 

Der Umstand, dass für die aus dem Riemannschen Probleme hervor- 
gehenden Differentialgleichungen immer die Verzweigungspunkte a,.a,,..., @, 
oder, sofern man nicht alle diese o Stellen unbestimmt lässt, einige derselben 
als diejenigen Parameter auftreten, von denen die Monodromiegruppe un- 
abhängig ist, bewirkt keine wesentliche Beschränkung. Hat man nämlich 
eine Differentialgleichung »-ter Ordnung der Fuchsschen Klasse 

(2.) D,wb)=V(, 


für die ein Fundamentalsystem existirt, dessen Monodromiegruppe von dem 


in den Coeffieienten auftretenden Parameter £ unabhängig ist, und sind über- 


dies auch die Verzweigungspunkte der Integrale von (2.) von t unabhängig, so 


*) Dieses Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.) 
**) Berliner Sitzungsberichte 1558, 5. 1282#f.; 1591, S. 151.5; 1895, 8. Tdtt.; 
1594,.S..1117ff.; 1895, S. 905 ff.; 1598, S. 2221. 
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gehört die Differentialgleichung 
(2*.) D,(e, tb) = 0, 
die aus (2.) dadurch hervorgeht, dass dem Parameter i ein bestimmter, fester 
Werth i, beigelegt wurde, mit (2.) offenbar zu derselben Art*), und das all- 
gemeine Integral « von (2.) wird folglich durch das allgemeine Integral ® 
von (2*) in der Form 
. n—1 
u= + + + 
darstellbar sein, wo die gu. 91, -.., Q„_, rationale Functionen von x bedeuten. Da 
e offenbar von £ unabhängig ist, giebt sich die Art und Weise, wie « von t 
abhängt, einfach darin kund, dass i in die Coeffieienten gu, 91, -.-, Q_ ein- 
geht; dieser Fall lässt sich also in äusserst einfacher Weise übersehen. 
Hängen dagegen in (2.) die Verzweigungspunkte c,,...,c, der Inte- 
erale oder einige unter ihnen von £ ab, ist z. B. 


a=pÜ), 

so kann man an Stelle von £ den Verzweigungspunkt c, selbst als den 
Parameter ansehen, von welchem die Monodromiegruppe unabhängig, ist 
also auf den beim Riemannschen Probleme auftretenden Fall zurückgeführt. 
Aber auch die jedenfalls ganz besondere Art und Weise wie die singu- 
lären Punkte a,,a,,...,a, in die ÜOoeffiecienten der Differentialgleichung (1.) 
eingehen, involvirt keine wesentliche Beschränkung, wenigstens wenn wir 
innerhalb der Gattung von Differentialgleichungen, deren Monodromiegruppe 
von einem in den Üoefficienten auftretenden Parameter unabhängig ist, nur 
diejenigen betrachten, deren determinirende Fundamentalgleichungen reale 
Wurzeln haben, deren Monodromiegruppe also den Convergenzbedingungen 
(No. I., 8. 147) genügt. In diesem Falle bestimmen nämlich die Ver- 
zweigungspunkte c,,..., c, einer solchen Differentialgleichung (2.) im Vereine 
mit den zu einem bestimmten Fundamentalsysteme gehörigen entsprechenden 
Fundamentalsubstitutionen ein Riemannsches Problem, und die Differential- 
gleichung, auf welche dieses Problem führt, definirt die Hauptklasse der Art, 
zu welcher die Differentialgleichung (2.) gehört”). 


*) Espece bei Herrn Poincare, Acta Mathem., Bd. 5, S. 212ff.; vergl. Handbuch, 
Bd. Il, 1, S. 120. 

**) Wir übertragen in leicht verständlicher Weise die Bezeichnung Hauptklasse 
von dem Functionssysteme auf die durch dasselbe befriedigte Differentialgleichung. 
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Wir können also sagen, dass wir durch das Riemannsche Problem 
bei unbestimmter Lage der o singulären Stellen a,.a,,...,a, stels, und dabei 
zugleich auf die im wesentlichen allgemeinsten Differentialgleichungen der 
Fuchsschen Klasse geführt werden, deren Monodromiegruppe von gewissen in 
den Coefficienten auftretenden Paramelern unabhängig ist und deren deter- 
minirende Fundamentalgleichungen lauter reale Wurzeln haben). 

Wenn auf diese Weise das Riemannsche Problem die allgemeine Be- 
deutung der gedachten, zuerst von Herrn Fuchs charakterisirten Gattung 
linearer Differentialgleichungen hervortreten lässt, so schaffen andererseits 
die von Herrn Fuchs über diese Gattung aufgestellten Sätze eine Grundlage, 
auf welcher die zu Anfang dieser Nummer aufgeworfene Frage, nach der 
Art der Abhängigkeit des Hauptsystems y,,9%,...,y, von den 4,.@,...,4, 
in Angriff genommen werden kann, eine Frage, auf die sich die klein- 
gedruckten Sätze auf 5. 385, 386 des Riemannschen Fragments beziehen. 


*) Dass wir die Substitutionen der Monodromiegruppe stets unimodolar voraus- 
setzen, ist offenbar auch keine wesentliche Beschränkung; übrigens kann dieselbe auch 
bei der Behandlung des Riemannschen Problems leicht beseitigt werden (vergl. Handbuch 
Bd. Il, 2, S. 382 ff.). 


Beriehtigung. 


Seite 139 Zeile 15—20 v. o. ist hinzufügen: Vergl. auch Heun, Acta Mathem. 
Bd. XI, S. 97ff. und Bd. XII, S. 103ff.; daselbst findet sich auch der Artbegriff in dem 
von uns S. 160 erklärten Sinne. 
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Charles Hermite +. 
(Geb. 24. December 1822 in Dieuze (Lorraine), gest. 14. Januar 1901 in Paris.) 


Der Anfang des Jahres 1901 brachte der mathematischen Welt die schmerzliche 
Trauerkunde, dass ihr Altmeister Charles Hermite am 14. Januar aus diesem Leben ge- 
schieden ist. Wenn diese Kunde überall auf dem ganzen Erdball die Herzen derer, 
welche die mathematischen Wissenschaften pflegen, tief erschüttern musste, so sind es 
die deutschen Mathematiker, welche durch die ganze Schwere dieses traurigen Ereignisses 
nicht weniger betroffen worden sind als die Verehrer des grossen Mannes in seinem 
Vaterlande. Der Verewigte hat nicht nur mit den mathematischen Forschern Deutsch- 
lands während seiner ganzen Lebenszeit in engster Verbindung gestanden, sondern auch 
an ihren wissenschaftlichen Arbeiten in hervorragender Weise sich betheiligt und für die 
Verbreitung der Resultate dieser Arbeiten in die weitesten Kreise Sorge getragen. 

Die Redaction dieses Journals hat einen Mitarbeiter verloren, welcher ein halbes 
Jahrhundert lang eine der höchsten Zierden des Journals gewesen ist. Seine ruhmreiche 
Mitwirkung am Journal beginnt 1546 im 32. Bande desselben mit Extrait de deux lettres 
de M. Charles Hermite a M. €. @. J. Jacobi und schliesst im Jahre 1596 ım 116. Bande 
ab. Es gestattet uns nicht der Raum, an dieser Stelle in eine angemessene Würdigung 
der hohen Bedeutung der zahlreichen Arbeiten des Meisters auf den Gebieten der Zahlen- 
theorie, der Algebra, der Theorie der Formen und der Analysis, und des mächtigen Ein- 
lusses einzutreten, welchen sie auf die Ausbildung der genannten mathematischen Disei- 
plinen durch seine Schüler ausgeübt haben. Ein solches Unternehmen erheischte eine 
eeschichtliche Darlegung der mathematischen Bestrebungen seiner Zeit. Auch sind unsere 
Herzen über den Verlust des Mannes noch zu tief bewegt, um einer so schwierigen Auf- 
oabe nahezutreten. Selten mag es in der Geschichte der Mathematik vorgekommen sein, 
dass ein Gelehrter seinen Zeitgenossen auch als Mensch so nahe getreten ist und mit der 
Verehrung auch die Liebe derselben gewonnen hat. Jedes aufrichtige wissenschaftliche 
Streben erregte sein Interesse, gleichgültig ob der Strebende seinem Vaterlande angehörte 
oder dem Auslande; und es war ein Ausfluss seiner unbegrenzten und unparteiischen 
liebe zur Wissenschaft, dass ihn mit der lebhaftesten Theilnahme für das wissenschaft- 
liche Streben auch die herzliche Theilnahme für die Person des Strebenden erfüllte. 

Wir werden seiner stets in Verehrung und Liebe gedenken. 


L. Fuehs. 











Neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen nebst 
einigen direeten Bestimmungen der Doppeltangenten 
ebener algebraischer Curven beliebiger Ordnung. 


(Von Herrn 0. Zimmermann in Zoppot.) 


(Fortsetzung aus Heft 1 dieses Bandes.) 


$ 16. 
Die Ordnung der Üorrespondenzceurve. 

Wir wollen jetzt zu unserem Ausgangspunkte zurückkehren und die 
Correspondenzeurve, welche zum Beweise des Fundamentalsatzes der 
Coineidenz diente, etwas näher betrachten. 

Es sei für zwei Strahlenbüschel (a) und (5b) mit dem gemeinsamen 
Mittelpunkte O die Correspondenz 


a b 
1 P 
a 1 


vegeben. 

Dann ziehen wir durch einen beliebigen Punkt M der Ebene zwei 
beliebige feste Gerade A, B und construiren die Correspondenzeurve, welche 
von der Klasse (@+P) ist, die Geraden A und B beziehlich zur «-fachen 


und A-fachen Tangente hat und durch C,,; bezeichnet werden möge. Es 


ist nun in fast allen Fällen nützlich, auf die Ordnung der Correspondenz- 
curve zu jachten, weil man dadurch oft neue Beziehungen kennen lernt oder 
bereits bekannte von neuem beweisen kann. 


Hat die Correspondenzeurve ausser den Geraden A und B keine viel- 


fachen Tiängenten, so ist ihre Ordnung ein Maximum, nämlich gleich 


3 . (e«+Ma+P—1)- ala 1) P(P—-1) = 2eP. 
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Wenn die Correspondenzeurve aber ausser den Geraden A und B 
noch andere vielfache Tlangenten besitzt (in den meisten Fällen werden es 
nur Doppeltangenten sein), so vermindert sich die Zahl (1.) entsprechend. 

Diese Doppeltangenten kann man mit Hülfe der Dupel*) der beiden 
eorrespondirenden Strahlenbüschel (a) und (5) ermitteln. Hierbei lassen sich 
zwei Arten von Dupeln unterscheiden. Nämlich erstens solche, welche nur 
von der Natur des geometrischen Gebildes abhängen, dem sie angehören, 
ohne Rücksicht auf die Beziehungen, in welchen dieses zu anderen geo- 
metrischen Gebilden steht. Solche Dupel nenne ich absolute. Sie kommen 
2. B. bei gewöhnlichen Involutionen vor. Zweitens giebt es Dupel, welche 
nur in Folge irgend einer Beziehung in die Erscheinung treten. Solche 
Dupel nenne ich relative. 

Ist nun a,, ein Dupel des Strahlenbüschels (a), welchem ein Dupel 
b,, des Strahlenbüschels (5) entspricht, und schneiden diese Dupel die 
Geraden A, B beziehlich in den Punkten a,, und b,,, so ist die Gerade, 
welche diese beiden Punkte verbindet, eine Doppeltangente der Correspondenz- 
eurve. 

Sind z. B. die Strahlenbüschel (a) und (b) zwei projeetive Strahlen- 
Involutionen ersten Ranges (J)* und (J)’ von den Graden « und /, so 
müsste eine ganz besondere Beziehung zwischen ihnen stattfinden, wenn 
einer mit einem Dupel behafteten Gruppe der einen Involution eine mit einem 
Dupel behaftete Gruppe der anderen Involution entsprechen sollte. Die 
Correspondenzeurve hat daher für diesen Fall im allgemeinen keine Doppel- 
tangenten und ist dann der Maximal-Ordnung 2«P. 

Andererseits aber können wir ohne Rücksicht auf die Doppeltan- 
genten der Üorrespondenzeurve ihre Ordnung im allgemeinen auch allein 
mit Hülfe derjenigen Dupel bestimmen, welche nicht wieder Dupeln, sondern 
einfachen Strahlen entsprechen. 

Ist nämlich a, ein einfacher Strahl des Büschels (a), welchem ein 
Dupel 5,, des Büschels (b) entspricht, und schneiden diese Strahlen die 
Geraden A, B beziehlich in den Punkten a, und b,,, so ist a, ein Schnitt- 
punkt der Geraden A mit der Correspondenzeurve. Denn die Gerade a,b,, 


*) Unter „Dupel“ verstehe ich Doppelpunkte von Punktreihen oder Doppelstrahlen 
von Strahlenbüscheln, mit „Doppelpunkt“ dagegen bezeichne ich einen Doppelpunkt einer 
Curve. 
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repräsentirt zwei auf einander folgende zusammenfallende Tangenten, die 
sich von a, aus an die Correspondenzeurve ziehen lassen. Mithin berührt 
diese die Tangente a,b,, in a,. 

Auf diese Weise lassen sich die Punkte bestimmen, in welchen die 
Correspondenzeurve die Geraden A und B ausser in ihren Berührungspunkten 
schneidet. Daraus ergiebt sich dann die Ordnung v der Correspondenzeurve 
auf zwei Arten, woraus häufig irgend eine neue Beziehung folgt, indem man 
die Anzahlen der Punkte, welche die Gorrespondenzeurve mit den beiden 
(Geraden A und B gemein hat, einander gleich setzt. 

Hat man ausserdem die Ordnung der Gorrespondenzeurve mit Hülfe 
ihrer etwaigen Doppeltangenten bestimmt, so folgt hieraus wieder eine neue 
jeziehung. Oder man kann umgekehrt, da die Correspondenzeurve ausser 
den Geraden A und B, wie leicht ersichtlich ist, im allgemeinen höchstens 
nur noch Doppeltangenten besitzen wird, deren Anzahl z aus der Gleichung 

v—= 20ß—2x 
bestimmen. 

Nehmen wir das Beispiel der beiden projeetiven, concentrischen 
Strahleninvolutionen wieder auf, und sei b,, ein Dupel der Involution (J)’, 
so sind die @ Schnittpunkte 

(2.) N 
der Geraden A mit derjenigen Gruppe der Involution (J)*, welche der mit 
dem Dupel 5,, behafteten Gruppe der Involution (J)” entspricht, Schnitt- 
punkte der Geraden A mit der Correspondenzcurve, und die Tangenten dieser 
Punkte (2,) laufen in demjenigen Punkte b,, zusammen, in welchem das 
Dupel b,,. die Gerade B schneidet. 

Fit die übrigen Schnittpunkte der beiden Geraden A und B beziehlich 
mit Dupefi der Involutionen (J)* und (J)” gilt Entsprechendes. 

D#& 
gleich 2(; 
) 





nun die Anzahl der Dupel der Involution (J)’ im allgemeinen 
‚—1) ist, so schneidet die Correspondenzeurve die Gerade A in 
e(#—1)%Punkten. Ausserdem berührt die Correspondenzeurve die Gerade 
Aine Hınkten, weshalb ihre Ordnung gleich 
ö 20 +20(ß—1) = 20ß 
ist. Für die Gerade B gilt Analoges. 
Dass die Dupel einer Strahleninvolution ersten Ranges vom Grade n 
absolute sind, hängt offenbar damit zusammen, dass man die Strahleninvolution 
24* 
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als ein Curvenbüschel »-ter Ordnung auffassen kann, dessen einzelne Curven 
alle einen »-fachen Punkt gemein haben und daher je in eine Strahlen- 
gruppe von » Geraden zerfallen, die durch den Mittelpunkt der Involution 
gehen. 

Da dieses Curvenbüschel ohne irgend eine Beziehung zu anderen 
geometrischen Gebilden gedacht werden kann, so sind die Dupel jener 
Strahleninvolution absolute, die für sich existiren. 


Denkt man sich nun andere Strahlenbüschel, so kann man fragen: 
„Wie erhält man denn ihre Dupel?“ Die Antwort lautet: Das betreffende 
Strahlenbüschel kann nur auf Grund irgend einer geometrischen Beziehung 
entstanden sein, und aus dieser ergeben sich auch ihre Dupel. 


Wir wollen jetzt im Folgenden zeigen, wie man aus der Bestimmung 
der Ordnung der Oorrespondenzeurve Nutzen ziehen kann. 


$ 17. 
(seometrische Ableitung der sich selbst entsprechenden Plückerschen Gleichung a priori. 

Um die Wendetangenten einer Curve »-ter Ordnung, m-ter Klasse C’ 
zu finden, nehmen wir einen beliebigen festen Punkt O und zwei beliebige 
feste Gerade A, B an, deren Schnittpunkt M sei. 

Ein beliebiger Punkt der Curve heisse p, seine Tangente £. Nun 
ziehen wir die Gerade Op, welche die Gerade A in a treffen möge. Den 
Punkt, in welchem die Gerade B von der Tangente ? geschnitten wird, 
wollen wir b nennen. Während nun der Punkt p die Curve C” durchläuft, 
beschreiben die beiden Geraden Op und Ob zwei Strahlenbüschel um den 
Punkt 0, welche wir durch (a) und (b) bezeichnen wollen. Für dieselben 
gilt das Correspondenz-Schema 


Aa b 
n 
m 1 


Um die einem Strahle a entsprechenden Strahlen 5 zu erhalten, ziehen 
wir die Tangenten der » Punkte, in welchen der Strahl «a die Curve C” 
trifft. Diese » 'Tangenten schneiden die Gerade B in n Punkten b, deren 
Verbindungslinien mit O die gesuchten Strahlen 5 sind, welche dem Strahle «a 
entsprechen. 


Um die einem Strahle 5 entsprechenden Strahlen « zu finden, ziehen 
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wir von dem Punkte b, in welchem der Strahl 5b die Gerade B trifft. die 
an die Curve C* möglichen m Tangenten. Verbinden wir den Punkt O mit 
den Berührungspunkten dieser m Tangenten, so haben wir die dem Strahle 5 
entsprechenden Strahlen a. 

Offenbar ist die Correspondenzeurve der beiden Strahlenbüschel (a) 
und (b) von der Klasse m-+r und möge daher durch C,,, bezeichnet werden; 
sie hat die Gerade A zur m-fachen Tangente. Um ihre Berührungspunkte 
zu erhalten, ziehen wir von M aus die Tangenten an 0”, Diese berühren 
C”" in m Punkten, deren Verbindungslinien mit O die Gerade A in den Be- 
rübrungspunkten der Correspondenzeurve C,,,, treffen. 

Die Gerade B ist eine »-fache Tangente der ÜCorrespondenzeurve. 
Um ihre Berührungspunkte zu erhalten, ziehen wir den Strahl OM, welcher 
die Curve CE” in » Punkten schneidet. Die Tangenten derselben treffen die 
Gerade B in ihren Berührungspunkten mit der Correspondenzceurve Ü 

Von einem beliebigen Punkte a der Geraden A gehen ausser dieser 
selbst » Tangenten an die Correspondenzeurve. Um diese Tangenten zu 
erhalten, ziehen wir den Strahl Oa, welcher die Curve ©” in n Punkten 
trifft. Deren Tangenten schneiden die Gerade B in » Punkten, deren Ver- 
bindungslinien mit a die Correspondenzeurve C,,, berühren. 


Von einem beliebigen Punkte b der Geraden B gehen ausser dieser 
noch m Tangenten an die Correspondenzeurve.*) Um dieselben zu erhalten, 
ziehen wir von b die Tangenten an die Curve C” und verbinden ihre Be- 
rührungspunkte mit 0. Die Verbindungslinien treffen die Gerade A in den- 
jenigen Punkten, wo sie von den m 'T’angenten geschnitten wird, die von 
b aus an die Curve C,,„ gehen. 

Unter der Voraussetzung, dass C” eine allgemeine Curve sei, oder 
nur solche vielfache Punkte besitze, deren 'T’angenten nicht zusammenfallen, 
hat die Curve C,,, mit der Geraden A im ganzen 3m Punkte gemein. 
Von diesen kommen 2m auf die Berührungspunkte der Geraden A. Die 
übrigen m Punkte sind die Schnittpunkte der Geraden A mit denjenigen 
Strahlen a, des Punktes 0, welche die Curve ©” berühren. 

Denn rechnet man einen solchen Strahl a, zu dem Büschel (a), so 
befindet sich unter den ihm entsprechenden » Strahlen 5 ein Dupel, welches 


*) Der Kürze halber wollen wir im Folgenden einfach sagen die Curve statt die 
Correspondenzcurve. 
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mit ihm selber zusammenfällt und durch b,, bezeichnet werden möge. Dieses 
Dupel 5d,, geht nach dem Punkte, wo die Gerade B von der Tangente a, 
der Curve C* geschnitten wird. In dem Berührungspunkte der Tangente a, 
mit der Curve C” sind nämlich zwei Punkte p vereinigt. 

Daher berührt der Strahl a, die Curve C,,, auf der (Geraden A. 
Andere Punkte als die Schnittpunkte mit den m Tangenten, welche von O 
an die Gurve C” gehen, kann die Gerade A mit der Curve C,,,, nieht gemein 
haben, weshalb diese von der Ordnung 3m ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Curve C* ausser ihren Wende- 
tangenten höchstens noch solche vielfache Tangenten besitzt, deren Be- 
rührungspunkte nicht zusammenfallen, sind die Schnittpunkte der Curve C,,,, 
mit der Geraden B folgende: 

1) die » Berührungspunkte, welche 2» Schnittpunkte darstellen; 

2) die Schnittpunkte der Geraden B mit der Curve C”; 

3) die Sehnittpunkte der Geraden B mit den Wendetangenten der 
Curve 0”. 

Denn von den beiden zuletzt genannten Kategorien von Punkten gehen 
an die Curve C,,, unter anderen je zwei unendlich dicht auf einander 
folgende Tangenten. 

Von den m+n Tangenten, welche von O aus an die Curve C,,, 
eehen, berühren » dieselbe in den eben genannten Schnittpunkten der Curve C” 
mit der Geraden B. Die übrigen sind die m T’angenten, welche sich von O 
aus an die Curve Ü” ziehen lassen und sie berühren die Ourve C,,,, in den 
Punkten, wo sie die Gerade A treffen. 

Wie leicht zu erweisen, kann die Curve C,,„ unter den gemachten 
Voraussetzungen mit den beiden Geraden A und B keine anderen Punkte 
gemein haben als die oben genannten. Da nun diese beiden Geraden von 
der Ourve C,;, in gleich vielen Punkten geschnitten werden, so gilt, wenn 
wir die Anzahl der Wendepunkte der Curve EC” durch ı bezeichnen, die 


Gleichung 
3m = dn-ı 
oder 


(1.) ı=3(m-n), 
und zwar auch in dem Falle, dass die Curve C* vielfache Tangenten mit 
nicht zusammenfallenden Berührungspunkten und vielfache Punkte mit nicht 
zusammenfallenden Tangenten besitzt. 
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Wäre nämlich X ein %-facher Punkt der Curve ©”, so trifft der Strahl 
OK die Curve ©” ausserhalb X noch in a—k Punkten, welche eben so viele 
Tangenten der Curve C,,, liefern, die durch den Schnittpunkt a’ der Geraden 
A und des Strahles OK laufen. Die übrigen % 'Tangenten, die sich von «a 
ausser der Geraden A an die Curve C,,,, ziehen lassen, gehen nach der 
für diese Curve angegebenen Construction offenbar nach denjenigen Punkten 
der Geraden B, wo diese von den %k 'Tangenten der durch den Punkt K 
laufenden Zweige der Curve ©” geschnitten wird. Ist also die Ordnung der 
Curve C” gegeben, so hat ein vielfacher Punkt der angegebenen Art nur 
insofern Einfluss auf die Ordnung und Klasse der Curve C,,, als er die 
Zahlen m und ı ändert. 

Ist die Klasse m der Curve ©” gegeben, so ändert eine vielfache 
Tangente mit nicht zusammenfallenden Berührungspunkten dieser Curve an 


der Ordnung und Klasse der Curve ©, ,, nur insofern etwas, als die Zahl 


n sich vermindert. 
Ist zum Beispiel f eine 4-fache Tangente der Curve €”, und schneidet 
! die Gerade B in b, so laufen von diesem Punkte aus m— 4 Tangenten 
ın 


an ©”, welche von £ verschieden sind, und liefern eben so viele Tangenten 


der Curve C,,., die von b’ ausgehen. Die übrigen  Taangenten, welche 
von b’ an die Curve C,,, gezogen werden können, gehen durch die Schnitt- 
punkte der Geraden A mit den Strahlen, die von O nach den %k Berührungs- 
punkten von £ laufen. 

Besitzt die Curve C” eine Spitze S, so trifft der Strahl OS die Gerade 


A in einem Punkte der Uurve € welehen wir durch a” bezeichnen wollen. 


ae 
Denn die Verbindungslinie von a’ mit dem Punkte, wo die Rückkehr- 
tangente der Spitze S die Gerade B trifft, stellt zwei unendlich dicht auf 
einander folgende Tangenten der Curve C,,, dar, denn eine Spitze ist ein 
Doppelpunkt mit zwei zusammenfallenden Tangenten. 
Besitzt die Curve C” also z Spitzen, so schneidet die Gerade A die 
Curve C,,,. nicht in 3m, sondern in 3m-+z Punkten. Wir haben jetzt also 
statt (1.) die Gleichung 
(2.) ı = d(m—n)+z, 
oder die sich selbst entsprechende Plückersche Gleichung 
1-2 = B(m—n), 


welche wir in $ 15 auf Seite 30 als (7.) bezeichnet hatten. 
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Hat die Curve C* vielfache Punkte, durch welche 


N 
Zweige mit verschiedenen Tangenten laufen, so geht (2.), da jetzt 
m = n(n— 1) k(k—1)—k,(k,—- 1) —3% 


ist, über in 
(3.) ı = dn(n—2)—-3k,(k,—1)-3k,(k,—1)— --- — 8. 

Die sich selbst entsprechende Plückersche Gleichung ist aber noch 
erweiterungsfähig. Wir nehmen z. B. an, die Curve C” besässe ausser den 
oben genannten Singularitäten noch die vielfachen Punkte 

a ER 
durch welche 

Bi, iii 
Zweige gehen, von deren Tangenten beziehlich 

ER 
Paare in je eine zusammenfallen; ausserdem aber habe die Curve C” eine 
Anzahl mehrfacher Tangenten 

in 
von deren Berührungspunkten 

N, Mayer 
Paare in je einen zusammenfallen. 

Dann schneiden die Tangenten #,, &,,.... die Gerade B beziehlich in 
einem n,-fachen, n,-fachen, ... Punkte der Curve C,,,.. Die Tangenten eines 
solchen Punktes gehen nach den Schnittpunkten der Geraden A mit den- 
jenigen Strahlen des Punktes O, welche nach den auf der betreffenden Tan- 
gente £,, &,,.... befindlichen Wendepunkten laufen. 

Diejenigen Strahlen des Punktes O aber, welche nach den Punkten 
K‘, K;,... gehen, schneiden die Gerade A in einem s,-fachen, s,-fachen, ... 
Punkte der Curve C,;„. Die Tangenten eines solchen Punktes gehen nach 
den Schnittpunkten der Geraden B mit den zusammengefallenen Tangenten- 
paaren des betreffenden der Punkte K},, K;,... Wir haben also die Gleichung 


3m+z2+{s1 +84) = Int + (m+m+), 
oder 
(4.) 3(m—n) = ı+ (mn ++" )—2- (++). 


Dies ist insofern eine Tlautologie, als wir bereits annahmen, dass auf 
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den Tangenten 
bh, &ı, 
Te ER 
Wendepunkte der Curve C* liegen, und dass diese in den Punkten 
! ! 
Be an ».. 


Eh 
Spitzen habe. Setzen wir aber 
a ; ehren 0, 
so folgt aus der letzten Gleichung 
(9.) => 3(m—n)+z+(s +s:+), 


und da jetzt 
m = n(n— 1) k(k,—1)—k(i,—1)— + — 5% 


-k(k-N)-k(k,-1)— (+85 +---) 
ist, erhalten wir 
6.) = 3n(n—2)—3k, (kV) —-3k,(k,—1)—--— 8% 
| SEREH-IER-NY-. Hr +--). 


Eine entsprechende Gleichung gilt für z. 

Wir nehmen ferner an, die Uurve C” besässe ausser den für die 
Gleichung (4.) vorausgesetzten Singularitäten noch eine Anzahl vielfacher 
Punkte 

A 
durch welche beziehlich 
a 
Zweige gehen, von deren Tangenten beziehlich je 
a 
in eine zusammenfallen. Ferner nehmen wir an, die Curve C” habe eine 
Anzahl vielfacher Tlangenten 
E.; 
von deren Berührungspunkten beziehlich je 
Di 'en 


in einen zusammenfallen. Dann schneidet die Curve C,,, die beiden Ge- 
raden A, B ausser in den für die Gleichung (4.) geltenden Punkten noch in 
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anderen. Nämlich diejenigen Strahlen des Punktes O0, welche nach den 
Punkten 


ie AR 
gehen, schneiden die Gerade A in einem 
(o,--1)-fachen, (0,—1)-fachen, ... 
Punkte. Die Tangenten eines solchen Punktes fallen in eine zusammen 
und gehen nach dem Schnittpunkte der Geraden B mit derjenigen Tangente 
des betreffenden der Punkte K,,K;,..., welche beziehlich o,, o,... zu- 
sammengefallene Tangenten darstellt. 
Der Schnittpunkt der Geraden B mit einer der Tlangenten 
ie 
ist beziehlich ein 
(0, —1)-facher, (o,—1)-facher, ... 
Punkt der Curve C,,,,, und seine Tangenten fallen in eine zusammen. Diese 
geht nach dem Schnittpunkte der Geraden A mit demjenigen Strahle des 
Punktes O0, welcher nach dem mehrere Berührungspunkte in sich ver- 
einigenden Punkte der betreffenden 'Tangente £}, £., ... läuft. 
Setzen wir also die Anzahlen der Schnittpunkte der Geraden A, B 
mit der Curve C,,„ einander gleich, so erhalten wir 


sm ++ tet) + - I) + —1)+- =dntıtmtm+) 


+ -1)+(&-1)+-- 
Hieraus folgt: 

7) ERBETEN | +mt+nR+)+@-NM+&-1)+t- 
L-r-@8,+8:+)-(.-D-(,—-1)----. 
Setzen wir jetzt 

== =(-1)=(&-1)=.-=0, 


so ergiebt sich aus der obigen Gleichung 
8) ı=3(km—n)+2+{s +84 )+(,-D) + —NM)+--. 


Nun ist aber unter den gemachten Voraussetzungen 





a DA Di De 
m = Kl - DK (bh) -(+8+) 
MEI Are ie ee 
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Mit Rücksicht hierauf geht (7.) über in 


Bn(n—-2)—-3k, (k —1)-3k,(, 1) — 8x 
(19) ı= -3K (k -D)-3K,(,—1)---- —2(8,+8,+---) 
BEE -D-IEE-1)-.- —2o—- 1) —-2(0,— 1) 





Nimmt man an, die Curve ©” habe beliebige mehrfache Punkte und 
Tangenten beziehlich mit beliebig zusammenfallenden Tangenten und Be- 
rührungspunkten, so erhält man aus der Construction der Gurve C,,, und 
der Gleichsetzung der Anzahlen ihrer Schnittpunkte mit den beiden Geraden 
A und B folgenden Satz, welcher die sich selbst entsprechende Plückersche 
(Gleichung in ihrer allgemeinsten Form vertritt: 

Lehrsatz 15. 

Addirt man die Anzahl der Wendepunkte und die um Eins verminderten 
Zahlen zusammenfallender bBerührungspunkte mehrfacher Tangenten einer Curve, 
addirt man ferner die Anzahl der Spitzen dieser Curve und die um Eins ver- 
minderten Zahlen zusammenfallender Tangenten mehrfacher Punkte derselben 
(indem man jede Gruppe zusammenfallender Elemente für sich rechnet), so ist 
die Differenz der erhaltenen beiden Summen gleich der dreifachen Differenz 
zwischen der Klasse und der Ordnung dieser Curve. 


$ 18. 


Doppeltangenten der Correspondenzeurve ( ,„- 


Behufs der in $ 22 erfolgenden vierten Lösung des Problems der 
Doppeltangenten ist es nöthig, die Ordnung einer gewissen Curve zu kennen, 
welche ihrerseits von den Doppeltangenten der in $ 17 behandelten Corre- 
spondenzeurve C,,, abhängt. Wir müssen uns daher mit dieser Curve noch 
etwas näher beschäftigen. 

Zunächst ist klar, dass die Curve C,,,, ausser der m-fachen "Tangente 
A und der »-fachen Tangente B im allgemeinen noch Doppeltangenten haben 
wird. Gehen nämlich von einem Punkte b* der Geraden B an die Curve €" 
zwei Tangenten, deren Berührungspunkte sich auf einem und demselben 
Strahle o* des Punktes O befinden, und bezeichnen wir den Punkt, wo die 
Gerade A von dem Strahle o* getroffen wird, durch a’, so ist die Ver- 
bindungslinie a*b* offenbar eine Doppeltangente der Curve ©, .,. 

Denkt man sich nun, ein Strahl o drehe sich um den Punkt 0, so 


trifft er die Curve C” in jedem Moment in » Punkten, deren Tangenten 
25* 
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sich in 4n(a—1) Punkten P schneiden. Der Ort dieser Punkte P ist eine 
gewisse Curve /. ‚Jedem Schnittpunkte der Geraden B mit dieser Curve 
entspricht eine Doppeltangente der Curve © 


m+n® 


Denn von einem Schnitt- 
punkte der Geraden B und der Curve /' gehen (unter anderen) zwei Tan- 
genten an die Curve ©”, deren Berührungspunkte auf einem Strahle o des 
Punktes O liegen. Also ist die Ordnung der Curve Z’im allgemeinen gleich 
der Anzahl der Doppeltangenten der Curve C (Wenn von Doppel- 
tangenten dieser Curve die Rede ist, so sind solche Doppeltangenten gemeint, 


m-+n® 


die sie ausser den beiden vielfachen Tangenten A und B besitzt, welche 
unter Umständen auch Doppeltangenten sein können, dann aber nicht ge- 
meint sind.) 

Andererseits ist es dagegen klar, dass die Curve C,,, ausser den 
(seraden A und B im allgemeinen keine anderen vielfachen Tangenten als 
Doppeltangenten haben wird, denn diese entsprechen, wie oben gezeigt 
wurde, den Sehnittpunkten der Geraden B mit der Curve /". Diese Ourve 
hängt aber nur von der Gurve C” und dem Punkte O ab, nicht aber von 
der Geraden B, welche letzteren beide der Voraussetzung zufolge beliebig 
gewählt wurden. Daher wird die Gerade B die Curve /' im allgemeinen 
in gewöhnlichen Punkten schneiden. Einem solchen gewöhnlichen Sehnitt- 
punkte entspricht aber eine Doppeltangente der Curve C,,;,. 

Die Curve /’ hat im allgemeinen stets dreifache Punkte, welche aber 
nicht auf der Geraden B liegen, denn diese war beliebig gewählt worden. 
Läge auf der Geraden B ein solcher Punkt, so hätte die Curve ©, ,. eine 
dreifache Tangente, welche von den beiden Geraden A und B verschieden 
wäre, und umgekehrt. Ueberhaupt, hätte die Curve ©, ,, eine 4-fache 'T’an- 
gente, die von den beiden Geraden A und B verschieden wäre, so ent- 
spräche ihr auf der Geraden B ein 4k(k—1)-facher Punkt der Curve 7". 
Denn eine A-fache "Tangente der Curve C,,, kann nur hervorgegangen ge- 
dacht werden aus %k nicht auf einander folgenden Tangenten der Curve C*, 
welche von einem Punkte der Geraden B ausgehen und ihre Berührungs- 
punkte auf einem Strahle des Punktes O haben. 

Denken wir uns nun, ein Punkt b durchliefe die Gerade B, und es 
würden von ihm aus in jeder seiner Lagen die m Tangenten an die Curve C” 
gezogen, so ergeben deren Berührungspunkte zu je zweien mit einander 
verbunden 4m(m— 1) Sehnen, deren Enveloppe eine gewisse Curve 3 ist. 
Es sei nun #, eine Tangente, die von O aus an die Curve & geht. Dann 
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trifft £, die Curve C” in» Punkten, von denen zwei so beschaffen sind, dass 
ihre Tangenten sich in einem Punkte der Geraden B schneiden, den wir b, 
nennen wollen. Bezeichnen wir den Punkt, in welchem die Tangente f, 
die Gerade A trifft, durch a,, so ist offenbar die Verbindungslinie a,b, eine 
Doppeltangente der Curve €, ,,. 

Jeder Tangente, die von dem Punkte O aus an die Curve I geht, 
entspricht also eine Doppeltangente der Ourve C,,,, und folglieh auch ein 
Sehnittpunkt der Geraden B mit der Curve /. Mithin ist die Ordnung der 
Curve Z/’ gleich der Klasse der Curve &, denn diese beiden Zahlen sind 
gleich der Anzahl der Doppeltangenten der Curve Ü,,,. Diese letztere 
Zahl wollen wir nun berechnen. Zuvor muss aber bewiesen werden, dass 
die Curve C,,, ausser den beiden mehrfachen Tangenten A und B im all- 
gemeinen nur noch Doppeltangenten, aber keine Wendetangenten besitzt, 
denn damit steht und fällt das ganze Räsonnement. 

Ist sowohl die Gerade A als auch B, oder ist nur eine dieser beiden 
(seraden eine Doppeltangente, so ist die Ordnung der Curve 7’ (oder die 
Klasse der Curve &) gleich derjenigen Zahl, welche ausdrückt, wie viele 


Doppeltangenten die Curve C,,, ausser den beiden Geraden A und B hat. 


m+n 
Wendetangenten kann die Curve C,,, im allgemeinen deshalb nicht 
besitzen, weil eine solche Hypothese zu widersinnigen Folgerungen führen 
würde. Denn, angenommen, die Curve C,,, hätte eine Wendetangente, 
welche die beiden Geraden A, B in den Punkten a,, b, schnitte, so liegen 
diejenigen beiden Punkte p,, p, der Curve EC", welehe zur Erzeugung jener 
Wendetangente führten, auf dem Strahle Oa,, und die Tangenten der Curve ©” 
in den beiden Punkten p,, p, liefen durch den Punkt b,. Nun sind zwei 
Fälle möglich: Entweder fallen die beiden Punkte p,, p, zusammen oder 
nicht. Nehmen wir das letztere an, so erzeugen die beiden Punkte »,. ps 
eine Doppeltangente der Curve C,,, und keine Wendetangente. Fallen 
aber die beiden Punkte p,, p, zusammen, so ist ihre Verbindungslinie eine 
Tangente der Curve C” und zugleich ein Strahl o, des Punktes 0, welchen 
Fall wir bereits oben in $ 17 erörtert haben. Dieser Strahl ist dann eine 
gewöhnliche Tangente der Curve C,,, und berührt sie auf der Geraden A, 
wie in $ 17 gezeigt wurde. Man sieht also, dass die Annahme, die Curve 
C,.;„ habe Wendetangenten, im allgemeinen widersinnig ist. 

Allerdings kann die Curve C,,, Wendetangenten haben, aber nur in 


einem besonderen Falle. Dann sind dieselben aber zugleich Wendetangenten 
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der Curve C” und laufen durch den Punkt O0. Dieser Fall ist aber im all- 
gemeinen ausgeschlossen, denn wir nahmen bei der Construction der Curve 
C,,.. ausdrücklich an, dass der Punkt O eine beliebige Lage habe. Indessen 
möge der Fall hier noch erledigt werden. 


Es sei also » eine Wendetangente der Curve C”, welche durch den 
Punkt O0 geht und die beiden Geraden A, B in den Punkten a, b schneidet. 
Der Wendepunkt der Curve C” auf der Wendetangente » heisse p. Nun 
sind in der Wendetangente w zwei der m Tlangenten, die von b aus an die 
Curve ©,,, gehen, zusammengefallen. Es gehen ferner von a aus drei Tan- 
genten an die Curve C,,„, welche mit © zusammenfallen, denn sie ent- 
sprechen den drei Punkten der Curve ©”, welche auf der Wendetangente ® 
in ihrem Wendepunkte p vereinigt sind. 


Wenn nun von a aus drei und von b aus zwei Tangenten an die 
Curve C,,, gehen, die mit wo zusammenfallen, so ist dieses nur so zu er- 
klären, dass » eine Wendetangente der Curve C,,, und a ihr Wendepunkt 
ist. Jede andere Annahme führt auf Widersprüche. Bei dieser Annahme 
schneidet die Gerade A die Curve C,,,. in 2m+(m—2)+1-+z Punkten 
(wenn die Öurve C* nämlich # Spitzen hat), die Gerade B dagegen schneidet 
die Curve C,,,. in 32+:—1 Punkten (wo ı die Anzahl der Wendepunkte 
der Curve C” bedeutet), und es ist daher 


2m+(m—2)+1+2 = 3n+ı-1, 
oder wieder 
1-2 = d(m—n). 

Nun bleibt schliesslich noch der Fall zu erörtern, dass der Punkt O 
auf einer Kückkehrtangente der Cürve C” liegt, obwohl dieser Fall eigent- 
lich bereits ausgeschlossen ist, weil wir die Lage des Punktes O als beliebig 
annahmen. Doch wollen wir auch diese Möglichkeit untersuchen, 


Es sei also S eine Spitze der Curve C* und s ihre Rückkehrtangente, 
welche die Geraden A und B in den Punkten a’ und b’ schneiden möge. 
Dann gehen an die Curve C* von b aus m Tangenten, zu denen auch s 
gehört. Sie liefert eine mit ihr selbst zusammenfallende Tangente der 
Curve Un: 

Von a’ aus gehen n—3 von s verschiedene Tangenten an die Curve 
C,.;„, welehe den Punkten entsprechen, in denen die Curve C” von der 
Rückkehrtangente s ausser in der Spitze S geschnitten wird. Den in dem 
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Rückkehrpunkte S auf der Geraden s vereinigten drei Punkten der Curve ©" 
entsprechen aber drei von a’ ausgehende und mit s zusammenfallende Tan- 
genten der Curve C,,.. Daher ist a ein Rückkehrpunkt der Curve € 
und s ist seine Rückkehrtangente. Denn s ist eine einfache von b’ aus 
an die Curve C,,. gehende Tangente. Wenn aber von a’ aus an diese 
Curve drei Tangenten gehen sollen, die mit s zusammenfallen, und s soll 
eine einfache Tangente sein, so kann a’ nur ein Rückkehrpunkt der Gurve 
C,,;„ sein, und jede andere Annahme führt auf Widersprüche. In der 'T'hat, 
die Gerade A schneidet die Curve C,,, alsdann in 2m +{m—1)+2+z-—1 
Punkten, während auf der Geraden B wie früher 52»-+: Schnittpunkte liegen. 
Wir haben dann also 

Sntı = 2m+(m—1)+2+z7—|1, 
oder 

ı—z = d(m—n). 

Hiermit haben wir alle in Betracht kommenden Fälle erschöpft und klar 
erwiesen, dass die Curve C,,,, so lange die Lage des Punktes O und der 
beiden Geraden A, B beliebig ist, unter keinen Umständen Wendetangenten 
besitzen kann. 


Wir nehmen nun zur Berechnung der Doppeltangenten der Curve € 


r 
> 
an, die Curve ©" habe beliebig viele vielfache Punkte mit getrennten Tan- 
genten und ferner z Spitzen. Ausserdem möge die Uurve ©” vielfache Punkte 


besitzen, von deren 'T’angenten je 
u ek 

zusammenfallen, jedoch so, dass sich auch mehrere dieser Zahlen auf einen 
und denselben Punkt beziehen dürfen, so dass also dann für diesen viel- 
fachen Punkt mehrere Gruppen von Tangenten in je eine zusammenfallen. 
Ferner möge die Curve C” beliebig viele mehrfache Tangenten mit ge- 
trennten Berührungspunkten und ausserdem «© Wendepunkte besitzen. Dann 
möge die Curve CE” noch vielfache Tangenten besitzen, von deren Be- 
rührungspunkten je 


U, Ur... 


zusammenfallen, jedoch so, dass auf einer dieser Tangenten auch mehrere 
Gruppen von Berührungspunkten in je einen zusammenfallen dürfen, wodurch 
bewirkt wird, dass dann eine solche Tangente mehrere Undulationspunkte 
hat, deren gemeinsame Undulationstangente sie ist. 
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Bezeichnen wir jetzt die Ordnung der Curve C,,,, durch v und setzen 
(5—-1)+(,-N)+-=6, 
os -N) + -N)+. =, 


so Ist 

(1.) v=d3m+z+S, 
oder auch 

(2.) v = dntı4%. 


Bezeichnen wir jetzt die Ordnung der Curve 7' durch y, die Klasse 
der Curve X aber durch o, so sind diese beiden Zahlen gleich der Anzahl 
der Doppeltangenten der Curve ©, ,.. Da diese Curve ausser den Doppel- 
tangenten, der m-fachen Tangente A und der r-fachen Tangente B im all- 
gemeinen keine mehrfachen Tangenten besitzt, so ist, indem wir die Ordnung 
der Curve ©, ,, aus ihrer Klasse und ihren mehrfachen Tlangenten berechnen 
und das Resultat den Werthen (1.) und (2.) gleichsetzen: 


o=y=J+l(m+n) —-(m+n)—m(m-1N)—-n(n—-1)—v], 

oder, wenn man für » den Werth aus (1.) oder (2.) substituirt, 

(3.) v_y- 1[m(2n-3)—x— ©] = I1[n(2m—3)—ı—%8)]. 
Setzt man hierin für m seinen Werth, so erhält man die Zahlen o und y 
in zwei Ausfertigungen, welche auf alle möglichen Singularitäten der Curve 0” 
Rücksicht nehmen. Wir wollen von nun an die beiden Curven, um welche 


es sich handelt, durch Z/” und 3, bezeichnen. In dem einfachsten Falle, 

wo ©” eine allgemeine Ourve »-ter Ordnung ist, haben wir 
o=y=!In(n-1)(2n—35). 

Ist ©” eine allgemeine Curve m-ter Klasse, so haben wir 
o=y=4m(m—1)(2m—3). 

Man kann die Bestimmung der Ordnung der Curve T’ noch auf 
mehrere verschiedene Arten bewirken, indem man die Aufgabe als einen 
speciellen Fall eines allgemeineren Problems auffasst. Indessen glaube ich, 
dass bei der obigen Bestimmung der Zahl y die Berücksichtigung der Sin- 
gularitäten der Curve C” so mühelos wie nur möglich von Statten ge- 
gangen ist. 

Ich bemerke noch, dass ich, durch einen Zweifel Steiners veranlasst, 
die Klasse der Curve 8, für den Fall, dass die Curve C” allgemein ist, 
bereits im Jahre 1887 bestimmt habe. Damals fasste ich den Gedanken, 
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die Doppeltangenten mit Hülfe dieser Curve aufzusuchen, und beschloss, das 
Problem nur durch die Anschauung zu lösen. 

Im Frühjahre 1889 bestimmte ich die dreifachen Tangenten der OÖurve $, 
und später las ich, was de Jonquieres, Milinowski und Chasles über die Klasse 
derselben geschrieben haben. Diese Ourve ist von fundamentaler Wichtigkeit. 

$ 19. 
Zweite Bestimmung der Doppeltangenten. 

Was die Construction der Doppeltangenten anlangt, so kann dieses 
Problem von den mannigfaltigsten Gesichtspunkten aus betrachtet werden. 
denn ich habe fast ein Dutzend Lösungen gefunden, von denen ich hier 
noch vier mittheilen will. Diese Lösungen werden aber um so verwiekelter, 
je mehr man die Oekonomie der Begriffe, welche man zum Beweise benutzt, 
ausser Acht lässt, ja die Darlegung der Reduction der Doppeltangenten 
durch vielfache Punkte kann alsdann unangenehme Weitläufigkeiten ver- 
ursachen. Daher werde ich diese Reduetion nur bei der vierten der nach- 


oestaltet. 


Pen) 


folgenden Lösungen durchführen, weil sie sich daselbst mühelos 

Um die Doppeltangenten einer (zunächst als allgemein gedachten) ebenen 
Curve n-ter Ordnung C” zu ermitteln, kann man von foleendem Grund- 
redanken ausgehen: Man leitet aus der gegebenen Curve zwei Strahlenbüschel 
ab und construirt die Correspondenzeurve für dieselbe. Alsdann berechnet 
man die Ordnung der Correspondenzeurve zwei Mal und setzt die erhaltenen 
Resultate einander gleich. Waren die Strahlenbüschel passend gewählt, so 
ergiebt sich aus der entstandenen Gleichung die Anzahl der Doppeltangenten 
der Öurve C”. 

Es sei p ein beliebiger Punkt der Curve C”, deren Klasse durch m 
bezeichnet werden möge. Der Schnittpunkt der Tangente £ des Punktes p 
mit einer beliebigen festen Geraden A heisse a. Wir verbinden ihn mit 
einem beliebigen festen Punkte O, wodurch wir den Strahl Oa=.a erhalten. 
Diesem Strahle a sollen diejenigen Strahlen 5 entsprechen, die von O nach 
den a—2 Nebenpunkten p’ von p gehen. Während der Punkt p die Curve 
C” durchläuft, beschreiben die Strahlen « und 5b um den Punkt O0 zwei 
Strahlenbüschel (a) und (5), für welche das Correspondenz-Schema 

a b 
| m(n — 2) 
n(m— 2) 1 
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gilt. Einem beliebigen Strahle « entsprechen nämlich m(»r—2) Strahlen 5. 
Denn von dem Punkte a, in welchem der Strahl a die Gerade A trifft, 
gehen m Tangenten £ an die Curve C”, auf denen je a—2 Nebenpunkte p’ 
von £ liegen. Die Verbindungslinien dieser Nebenpunkte mit O0 sind die 
dem Strahle « entsprechenden Strahlen 5. 

Einem beliebigen Strahle 5 entsprechen dagegen » (m —2) Strahlen a. 
Denn der Strahl 5 trifft die Curve C” in » Punkten p', von deren jedem 
m—2 Nebentangenten £ an die Curve C* gezogen werden können. Diese 
treffen die Gerade A in a(m—2) Punkten a, deren Verbindungslinien mit 
dem Punkte O0 diejenigen Strahlen « ergeben, welche dem Strahle 5 ent- 
sprechen. 

Wir denken uns nun für die beiden Strahlenbüschel (a) und (b) die 
Correspondenzeurve construirt, welche von der Klasse 


m(n—2)+n(m—2) = 2mn— 2m—2n 


ist und daher durch C,,,_ >» 


3. —2„ bezeichnet werden möge, 

Von einem jeden Punkte a der Geraden A gehen m (rn — 2) Tangenten 
an die Correspondenzeurve, welche die Gerade B in ebenso vielen Punkten 
schneiden, die wir dureh b bezeichnen wollen. 

Von einem jeden Punkte b der Geraden 5 gehen » (m — 2) Tangenten 
an die Correspondenzeurve. 

Öftenbar ist die Gerade A eine » (m —2)-fache Tangente, die Gerade B 
aber eine m(n—2)-fache "Tangente der Correspondenzeurve. 

Um die Berührungspunkte von A zu erhalten, ziehe man von O aus 
nach dem Schnittpunkte M der beiden Geraden A, B einen Strahl, welcher 
die Curve ©” in » Punkten trifft. Deren »n(m—2) Nebentangenten schneiden 
die Gerade A in ihren Berührungspunkten. 

Um die Berührungspunkte der Geraden B zu erhalten, ziehe man 
von M aus die m 'Trangenten an die Curve C”. Die Verbindungslinien der 
m(n—2) Nebenpunkte dieser Tangenten mit 0 treffen die Gerade B in ihren 
Berührungspunkten mit der Correspondenzeurve. 

Es kommt nun darauf an, die Ordnung x dieser Curve zu bestimmen, 
denn dann können wir die Schnittpunkte der Doppeltangenten der Curve C” 
auf der (seraden A zählen. 

Es sei nämlich #, eine Doppeltangente der Curve C”, während ihre 
Berührungspunkte durch p,, p,, bezeichnet werden mögen. Dann schneidet 
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« 


t{, die Gerade A in einem Doppelpunkte a, der Correspondenzeurve. Denn 
treffen die Strahlen Op, und Op,, die Gerade B in den Punkten b,, b,,, 
so sind die Geraden a,b, und a,b,, offenbar Tangenten der Correspondenz- 
curve und berühren sie in a,. 

Folglich ist a, ein Doppelpunkt dieser Curve. Kennt man also die 
Ordnung x der Correspondenzeurve und die ausser den Doppelpunkten a, 
auf der Geraden A noch vorhandenen Schnittpunkte derselben, so kann man 
die Anzahl der Doppelpunkte a, finden, welche gleich der Anzahl 7 der 
Doppeltangenten der CUurve ©” ist. Um die Zahl z zu finden, zählen wir 
die Schnittpunkte der Correspondenzeurve mit der Geraden B. Diese Schnitt- 
punkte sind nun folgende: 

1. Die Schnittpunkte w der Geraden B mit denjenigen Strahlen b, 
welche von O nach den jedesmaligen n—3 Nebenpunkten gehen, 
in denen die Wendetangenten der Curve C” diese ausser den 
Wendepunkten noch schneiden. Bedeutet ı die Anzahl der Wende- 
punkte der Curve ©”, so ist die Anzahl der (einfach zu rechnenden 
Punkte mw gleich (»— 3) ı. 

Die Tangenten der Gorrespondenzeurve in den n—3 Punkten 
w, welche einer Wendetangente von C” entsprechen, laufen in dem 
Schnittpunkte dieser Wendetangente und der Geraden A zusammen. 


2. Die m Schnittpunkte der Geraden B mit den m Taangenten f, die 
von O an CE” gehen. Diese Schnittpunkte sind (m—2)-fache Punkte 
der Correspondenzeurve, und ihre Tangenten gehen beziehlich 
nach den Punkten, wo die Nebentangenten der jedesmaligen # die 
Gerade A schneiden. Das giebt m(m—2) Schnittpunkte. 


3. Die Berührungspunkte der Geraden B und der Correspondenzeurve, 
welche 2m (n»—2) Schnittpunkte darstellen. 


Andere Schnittpunkte hat die Correspondenzeurve mit der Geraden B 
nicht gemein und ist daher von der Ordnung 


(1.) z=m(m+2n—6) + (n—B)ı. 


Die Gerade A hat mit der Gorrespondenzeurve folgende Punkte 
gemein: 


1. Die Schnittpunkte mit den z Doppeltangenten der Curve ©”. Diese 
Punkte sind, wie wir oben sahen, Doppelpunkte und stellen daher 
2r Schnittpunkte dar. 


26* 
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Die » Schnittpunkte a, der Uurve C” mit der Geraden A, welche 
(n—2)-fache Punkte der Correspondenzeurve sind; denn von den 
Trangenten, die von einem Punkte a, an die Curve C” gehen, fallen 
zwei unendlich benachbarte zusammen. Die Tangenten der 
Correspondenzeurve in einem beliebigen Punkte a, gehen nach den 
Schnittpunkten der Geraden B mit den Strahlen 5, die nach den 
Nebenpunkten von a, laufen. Die » Punkte a, repräsentiren also 
n(n—2) Schnittpunkte. 

Die « Schnittpunkte vd der Geraden A mit den Wendetangenten 
der Curve CE”. Ein solcher Punkt v ist ein (a—2)-facher Punkt 
der Correspondenzeurve, und ihre Tangenten in demselben gehen 
nach den entsprechenden Punkten w der Geraden B und nach 
dem Sehnittpunkte dieser Geraden mit demjenigen Strahle db, welcher 
nach dem Wendepunkte läuft, der dem Punkte v entspricht. Die 
Punkte dv repräsentiren also (»a—2): Schnittpunkte. 

Unter den a—2 Tangenten eines Punktes vd befinden sich 
also a—3 Doppeltangenten der Correspondenzeurve, welche sie 
zum zweiten Male in den entsprechenden Punkten iw der Geraden 
B berühren. 

Die Berührungspunkte der Geraden A mit der Correspondenzeurve, 
welche 22 (m—2) Schnittpunkte darstellen. 


Andere Schnittpunkte hat die Correspondenzeurve mit der Geraden A 
nieht gemein. 

Setzen wir nun die Anzahlen der Punkte, in welchen die Correspondenz- 
eurve die beiden Geraden A und B schneidet, einander gleich, so kommt: 


2Zı+n(2m+n—6b) + (n—2)ı = m(m+2n—6b) + (n—B)ı, 
27 = (m—n)(m+n—b)-.1ı. 
ı=53(m-—n) 


27= (m—-n)(m+n—9), 


oder, weil 


m=n(n-—|) 


r =In(n—2)(n—9). 
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Ss 20. 
Reduetion der Doppeltangenten durch Doppelpunkte und Spitzen. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Curve CE” habe d Doppelpunkte D. 
Dann entsprieht einem Doppelpunkte D auch ein Doppelpunkt der 
Correspondenzeurve auf der Geraden B. _ 

Zum Beweise ziehen wir einen Strahl OD, welcher die Gerade B 
in b, schneiden möge. Die Tlangenten, welche ausser der Geraden B von b, 
aus an die Correspondenzeurve gehen, sind folgende: 

1. Die (n—2)(m—-2) Geraden, die nach denjenigen Punkten der 
Geraden A gehen, welche auf den Nebentangenten der (a—2) Punkte 
liegen, in denen der Strahl OD die Curve C” ausser dem Doppel- 
punkt D noch schneidet. 

2. Die m—4 Geraden, die nach denjenigen Punkten der Geraden A 
gehen, welche auf den m—4 Tangenten liegen, die sich von D aus 
an die Curve C” ziehen lassen, ohne in D zu berühren. Diese 
m—4 Geraden sind Doppeltangenten der Correspondenzeurve. 

3. Die zwei Geraden £,,t, welche nach den Punkten gehen, in 
denen die Gerade A von den beiden Tangenten des Doppelpunktes D 
geschnitten wird. Diese beiden Tiangenten #,, f, berühren die 
Correspondenzeurve offenbar in b,, weleher Punkt somit ein Doppel- 
punkt dieser Curve ist. 

Hat die Curve C” noch z Spitzen S, so treffen die Strahlen OS die 
Gerade B offenbar in einfachen Punkten der Üorrespondenzeurve. Wir 
wollen einen solchen Punkt durch b, bezeichnen. Von demselben gehen 
folgende Tangenten an die Correspondenzeurve: 


1. Die (n—2) (m—2) Geraden, die nach denjenigen Punkten der 


o 
(seraden A gehen, welche auf den Nebentangenten der a—2 Punkte 
liegen, in denen der Strahl OS die Curve C” ausser der Spitze 8 
noch schneidet. 

2. Die m—3 Geraden, die nach denjenigen Punkten der Geraden A 
gehen, welche auf den m—3 Tangenten liegen, die sich von S aus 
an die Öurve C" ziehen lassen, ohne in S zu berühren. Diese m—3 
Geraden sind Doppeltangenten der Correspondenzeurve. 

3. Die Gerade 4,, welche nach dem Punkte geht, in welchem die 
Gerade A von der hückkehrtangente der Spitze S geschnitten 
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wird. Diese Gerade 4, berührt die Correspondenzeurve offenbar 
in b,, welcher Punkt somit ein Schnittpunkt dieser Curve und der 
Geraden B ist. 

Die Beweise für die sechs vorstehenden Behauptungen ergeben sich 
aus der Entstehungsweise der Correspondenzeurve und mögen hier als zu 
weitläufig übergangen werden. 

Hiernach haben wir aus der doppelten Berechnung der Ordnung der 
Correspondenzeurve, indem wir ihre Schnittpunkte mit den beiden Geraden 
A und B zählen, die Gleichung 

27+n(2m+n—6) + (n—2)ı = m(m+2n—6)+(n-B)ı+20d+z. 
Hieraus folgt 


(3) 2r=(m—n) (m+n—6)—ı+2Jd+z, 
oder, da jetzt 

(2.) ı=d(m—n)+% 
ist, 

(3.) T= I(m—n)(m+n—9)+J, 
oder, da jetzt 

(4.) m=n(n—1)—-20—-3% 
ist, 


r=In(n—2) ("—W—- 20 |nn—1)—-d—5] 
— 32 [2n(n—- 1)—-3(2+53)] + 6x0. 
Wie man sieht, ist (3.) identisch mit der Gleichung (2*.) des $ 13, 8. 26. 

Um die Gleichung (1.) zu erhalten, kann man auch die Plückerschen 
Gleichungen (1.), (4.), (8.), (7.) beziehlich mit —1, —2, +1, —1 multipli- 
eiren und addiren (vgl. S. 30). 

Nimmt man an, die gegebene Curve EC” habe vielfache Punkte mit 
getrennten oder zum Theil auch zusammenfallenden Tangenten, so lassen 
sich die Reducetionen, welche die Anzahl der Doppeltangenten alsdann er- 
leidet, wohl berechnen, aber die Herleitung derselben wird sehr weitläufig, 
weshalb ich darüber hinweggehe. Auch bei der folgenden Bestimmung 
der Doppeltangenten ist die Ableitung dieser Reductionen lästig. 


s 21. 


Dritte Bestimmung der Doppeltangenten. 


Um die Doppeltangenten einer als allgemein gedachten Curve n-ter 
Ordnung m-ter Klasse C” zu bestimmen, ziehen wir durch einen beliebigen 
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festen Punkt M zwei beliebige feste Gerade A, B. Die Tangente f eines 
beliebigen Punktes p der Curve möge die Gerade A in a treffen, während 
die Tangenten #,. &,.... der Nebenpunkte p;, ps,... von p die Gerade RB in 
den a—2 Punkten b,, b,,... schneiden mögen. Wir ziehen nun die 
(Geraden 
ab,.ab,,.... 

Während der Punkt p die Curve ©” durchläuft, umhüllen diese 
Geraden eine gewisse Curve &, deren Klasse wir bestimmen wollen. 

Von einem beliebigen Punkte a der Geraden A gehen an die ge- 
suchte Curve m(n—2) 'T'angenten, welche von A verschieden sind. Denn 


u 
oO 


es lassen sich von a aus m Tlangenten an ©” ziehen, von denen diese Uurve 
jede in den a„—2 Nebenpunkten p’ ihres Berührungspunktes p schneidet. Die 
Tangenten der m(n—2) Punkte p’ treffen die Gerade B in denjenigen 
Punkten b, welche dem Punkte a entsprechen. 


e- 


Von einem beliebigen Punkte b der Geraden B gehen an die 
suchte Enveloppe m(m—2) 'Tangenten, welche von B verschieden sind. 
Denn es lassen sich von b aus m 'Tangenten an die Curve Ü” ziehen, welche 
in m Punkten p’ berühren. Von einem jeden dieser Punkte p gehen m—2 
Nebentangenten an die Curve ©”, welche die Gerade A in denjenigen 
Punkten a schneiden, die dem Punkte b entsprechen. 

Ausserdem ist die Gerade A eine m(m—2)-fache Tangente der 
Enveloppe, während die Gerade B sie m(n—2)-mal berührt. Mithin ist die 
Enveloppe & von der Klasse 

m(m—-2)+m(n--2) = m(m-+n—4). 

Wir wollen nun die Ordnung dieser Curve doppelt bestimmen, indem 
wir ihre Schnittpunkte mit den beiden Geraden A und B aufsuchen. Die 
Schnittpunkte der Geraden A mit der Curve & sind: 

l. Die m(m—2) Berührungspunkte der Geraden A, welche 2m(m—2) 

Schnittpunkte ergeben. 
2. Die » Schnittpunkte der Curve ©" mit der Geraden A. Jeder dieser 
Schnittpunkte, die wir durch a, bezeichnen wollen, ist ein (n—2)- 
facher Punkt der Curve &, denn von den Tangenten, die von a, 
an die Curve C* gehen, fallen zwei unendlich benachbarte in eine 
einzige a, zusammen, welche in a, selber berührt. Die Tangenten 
der a—2 Nebenpunkte von a, schneiden daher die Gerade B in 
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Punkten, deren Verbindungslinien mit a, in diesem Punkte die 
Curve & berühren. Das giebt n(»—2) Schnittpunkte. 
Die Schnittpunkte a,,, der Geraden A mit den « Wendetangenten 
der Curve C” sind (n—3)-fache Punkte der Curve 6. Denn die 
von einem Punkte a,,, ausgehende Wendetangente w stellt zwei 
unendlich dicht auf einander folgende zusammenfallende Tangenten 
vor, deren Berührungspunkte zusammenfallen. Die Wendetangente w 
trifft die Curve C” ausserhalb des Wendepunktes noch in 2—3 
Punkten, deren Tlangenten die Gerade B in Punkten schneiden, 
deren Verbindungslinien mit a,,, die Curve & in diesem Punkte 
berühren. 

Diese Punkte a,,, stellen also (a—3)ı Schnittpunkte vor. 
Die Doppeltangenten der Curve ©", deren Anzahl wir durch 7 be- 
zeichnen wollen, schneiden die Gerade A in Punkten, in denen 
die Curve & sich selbst berührt. Sie rechnen daher als 27 Sehnitt- 
punkte. 

Bezeichnen wir nämlich eine solche Doppeltangente durch 
{,, und ihren Schnittpunkt mit der Geraden A durch. a,,, ihre 

ihre a—4 Nebenpunkte 

aber generell durch p/,, so ist Folgendes zu beachten: Die Ver- 
bindungslinien des Punktes a,, mit denjenigen Punkten, wo die 
Gerade B von den Taangenten der n—4 Nebenpunkte p,, geschnitten 
wird, sind Doppeltangenten der Curve &. 


Berührungspunkte aber durch p}, und p, 


*%) 


Fassen wir den einen Berührungspunkt von /,,, zum Beispiel 
p,, als einen Punkt p auf, so stellt p?, zwei zusammenfallende 
Punkte p’ dar, deren (mit f£,, zusammenfallende) unendlich benach- 
barte Tangenten die Gerade B in zwei unendlich dieht bei einander 
liegenden Punkten b treffen, d. h. die Doppeltangente £,, berührt 
die Curve & in a,.. 

Dasselbe thut die Doppeltangente f,, auch, wenn wir in 
der obigen Betrachtung die Punkte p!, und p}, ihre Rollen wechseln 
lassen. Die Curve & berührt also die Doppeltangente £,, in a,, 
zwei Mal, d. h. sie berührt sich selbst in a,,. Aus dem Gesagten 
folgt, dass die Gerade A mit der Curve & 


(1.) 2m(m—2)+n/n—2)+(n—-3)ı+2r 






























Zimmermann, neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen. 199 


Punkte gemein hat. Andere Punkte der Curve befinden sich 
nicht auf ihr. 

Die Gerade B hat folgende Schnittpunkte mit der Curve & gemein: 

1. Ihre m(n—2) Berührungspunkte. Das giebt 2m(n—2) Sehnitt- 
punkte. 

2. Die » Schnittpunkte der Curve C* mit B sind (m—2)-fache Punkte 
der Curve ©. Denn, bezeichnen wir einen solehen Schnittpunkt 
durch b,, so fallen von den Tlangenten, die sich von b, aus an © 
ziehen lassen, zwei unendlich benachbarte in der Tangente b, dieses 
Punktes zusammen. Die Nebentangenten von b, berühren daher 
die Curve & in b,, das heisst, dieser Punkt ist ein (m— 2)-facher 
Punkt der Curve 6. Das giebt »(m—2) Schnittpunkte. 

3. Der Schnittpunkt b,,, der Geraden B mit einer Wendetangente w 
der Curve C” ist ein (m—3)-facher Punkt der Curve 6. Denn 
in w fallen zwei der T’angenten zusammen, welche von b,,, aus 
an C" gehen. Ihre Berührungspunkte fallen aber auch zusammen, 
nämlich in dem betreffenden Wendepunkte w. Folglich schneiden 
die ausser der Wendetangente von iv aus an die Curve ©” gehenden 
m—3 Tangenten die Gerade A in Punkten, deren Verbindungs- 
linien mit b,,, die Curve & in diesem Punkte berühren. Also ist 


iebt (m— 3): Schnittpunkte. 


O0 
g1 


dies ein (m—3)-facher Punkt. Das 


4. Der Schnittpunkt der. Geraden B mit der Tangente eines Punktes 
mw‘, in welchem die Curve EC” von einer ihrer Wendetangenten 
ausserhalb. des betreffenden Wendepunktes mw noch getroffen wird, 
ist ein einfacher Punkt der Curve ©. Denn zwei Nebentangenten 
des Punktes mw’ fallen in der Wendetangente w zusammen. Be- 
zeichnen wir die Tangente des Punktes mw’ durch F und ihren 
Schnittpunkt mit B durch b/, so wird die Curve 6 in b, von der- 
jenigen Geraden berührt, welche diesen Punkt mit dem Schnitt- 
punkte a,,, der Geraden A und der Wendetangente ©» verbindet. 


Da die Anzahl der Wendepunkte der Curve C”* gleich ı ist, 
so giebt das (a—3): Punkte b\. 
Mithin hat die Gerade B mit der Uurve & 
(2.) 2m(n—2)+n(m—2) + (m—5)ı+(n—53)1 
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Schnittpunkte gemein. Andere Punkte der Curve & befinden sich nicht auf 
der Geraden B. 

Setzen wir die beiden Zahlen (1.) und (2.), welche die Ordnung der 
Curve 6 ausdrücken, einander gleich, so kommt: 

(3.) 2r= (m—B)ı— (m—n)(2m—n). 

Substituiren wir für x den Werth 3(m—n), so folgt die Gleichung 

(5.)‘ des $ 12, (8. 25): 
27 = (m—n)(m+n—9), 
oder, wenn wir 
m=n(n—]1) 

setzen, 


r= In(n—-2)(n’—9). 


Die Berücksichtigung singulärer Punkte der Curve C” würde bei 
der Berechnung der Anzahl ihrer Doppeltangenten auf sehr grosse Weit- 
läufigkeiten führen, weshalb sie hier unterbleibt. Ueberhaupt kann man 
sagen, dass die vorliegende und vorhergehende (zweite) Bestimmung der 
Anzahl der Doppeltangenten eigentlich nur als Beispiele anzusehen sind, zu 
welchen Verwickelungen es führt, wenn die Oekonomie der Beweisführung 
ausser Acht gelassen wird. Bei der folgenden Lösung des Problems wird 
man einsehen, welche Vereinfachung erzielt wird, wenn man ausser der 
Curve ©” nicht zwei feste Gerade A und B, sondern nur eine feste Gerade 
zu Hülfe nimmt wie bei der ersten Lösung. 

$ 22. 
Vierte Lösung des Problems der Doppeltangenten. 

Wir bezeichnen die Curve »-ter Ordnung, deren Doppeltangenten zu 
bestimmen sind, durch C*, ihre Klasse durch m und die Anzahl ihrer Wende- 
punkte durch ı. 

Nun denken wir uns eine beliebige aber feste Gerade A und nehmen 
auf ihr einen beliebigen Punkt a an. Von demselben gehen m Tangenten 
an die Curve C”, und ihre Berührungspunkte bilden ein vollständiges m-Eck, 
dessen Seiten die Gerade A in 4m(m—1) Punkten a’ treffen, welche dem 
Punkte a entsprechen mögen. 

Um zu erkennen, wie viele Punkte a’ umgekehrt einem Punkte a 
der Geraden A entsprechen, nehmen wir den Punkt a’ als fest an, lassen einen 
Strahl o um denselben rotiren und construiren die Ourve 7’ des $ 18 für 
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die Curve C”. Dann schneidet diese Curve /' die Gerade A offenbar in 
denjenigen Punkten a, welche dem Punkte a’ entsprechen. Wir haben also 
die Correspondenz 


! 


a (l 
(1.) 1 dm(m-—1) , 
j | 


aus welcher sich y+4m(m— 1) Coineidenzpunkte ergeben. 

Wie man nun leicht einsieht, kann ein Punkt a mit einem ent- 
spreehenden Punkte a’ nur auf drei Arten zusammenfallen. Nämlich: 

Erstens 
cehören zu den Goineidenzpunkten die Schnittpunkte der Geraden A mit 
den Wendetangenten der Curve ©”. Diese Goineidenzpunkte rechnen einfach, 
und ihre Anzahl ist gleich ı. 

Zweitens 
Sehören zu den Coineidenzpunkten die ebenfalls einfach zählenden Schnitt- 
punkte der Geraden A mit den Doppeltangenten der Curve €”, deren Anzahl 
wir durch z bezeichnen wollen. 

Drittens 
können sich Coineidenzpunkte nur in den » Schnittpunkten der Geraden A 
mit der Öurve ©” befinden. Für einen solchen Schnittpunkt a’ liegen von 
den Ecken des m-Ecks, welches von den Berührungspunkten der 'T’angenten 
gebildet wird, die von a* aus an die Curve EC” gehen, m—2 ausserhalb des 
Punktes a*, und die Verbindungslinien dieser m—2 Berührungspunkte treffen 
die Gerade A in L(m—2)(m—3) Punkten a’, welche dem Punkte a” ent- 
spreehen. Die übrigen Seiten des m-Eeks, welches dem Punkte a’ ent- 
spricht, treffen die Gerade A in dem Punkte a*. Man könnte daher meinen, 
es seien in a" 

Im(m—1)—3(m—2)(m—5) = 2m—5 


Coineidenzpunkte vereinigt. Das wäre aber ein Irrthum. Man sieht dieses 
sofort ein, wenn man für die Correspondenz (1.) die Correspondenzeurve 
eonstruirt. Zu diesem Zweck nehmen wir auf der Geraden A einen be- 
liebigen Punkt M an und ziehen durch denselben eine beliebige Gerade B. 
Ferner nehmen wir einen beliebigen Punkt O0 an. Die Strahlen a 


desselben, welche nach den Punkten a der Geraden A gehen, bilden ein 
27* 
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Strablenbüschel (a). Die Strahlen 5 des Punktes O0, welche nach den 
Punkten a’ gehen, bilden ein Strahlenbüschel (5). Ordnen wir die beiden 
Strahlenbüschel (a) und (b) beziehlich den beiden Geraden A und B zu, so 
erhalten wir als Correspondenzeurve eine Curve von der Klasse 
y+im(m—]), 

welche wir durch & bezeichnen wollen. Dieselbe hat die Geraden A und 
B zur y-fachen, beziehlich zur }m(m—1)-fachen Tangente. Von jedem 
Punkte der Geraden A gehen ausser dieser noch 4;m(m—1) 'Tangenten an 
die Uurve, von jedem Punkte der Geraden B gehen ausser dieser noch y 
Tangenten an die Curve 6. 

Die Coineidenzpunkte der Correspondenz (1.) auf der Geraden A sind 
nun die Schnittpunkte derselben mit den Tangenten, die sich von dem Punkte 
0 aus an die Curve © legen lassen. Diese 'Tangenten bestehen erstens aus 
den ı Strahlen, die von O nach den Punkten gehen, in denen die Gerade 
A von den Wendetangenten der Gurve ©” geschnitten wird; zweitens aus 
den x Strahlen des Punktes 0, welche nach den Schnittpunkten der Geraden 
A mit den z Doppeltangenten der Uurve C” gehen. Dies lässt sich ohne 
weiteres einsehen. 

Ferner sind drittens diejenigen Strahlen des Punktes O0, welche nach 
den » Sehnittpunkten der Curve C” und der Geraden A gehen, (m — 1)-fache 
Tangenten der Curve & und berühren dieselbe (m—2)-mal in dem betreffen- 
den Sehnittpunkte auf der Geraden A. 

Zum Beweise betrachten wir einen Schnittpunkt a” der Geraden A 
und der Ourve €”. Von a” aus gehen nun m Tangenten an die Öurve C”, 
welche in » Punkten berühren. Von diesen m Punkten fallen zwei, die 
wir durch a”, a’* bezeichnen wollen, in den Schnittpunkt a’. Die übrigen 
sind die Berührungspunkte der m—2 Nebentangenten des Punktes a“. Diese 
m-—2 Punkte wollen wir durch 


(2. Te 
bezeichnen. Sie bilden ein vollständiges (m —2)-Eck, welches E& heissen 
möge. Seine 4(m—2)(m—3) Seiten treffen die Gerade A in eben so vielen 
Punkten a’, die ausserhalb a” liegen. 
Die beiden Punkte a*, a** bilden mit den Punkten (2.) zusammen ein 
vollständiges m-Eck, welches durch M bezeichnet werden möge. Die Seiten, 
welche das m-Eck M mit dem (m—2)-Eck E nicht gemein hat, schneiden 
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die Gerade A in a*, welcher Punkt also mit 
Sm(m—1)—-3(m—2)(m—3) = 2m—3 
ihm entsprechenden Punkten a’ zusammenfällt. 


Wenn wir nun aus den Punkten (2.) einen, z. B. p, herausgreifen, 
so treffen die Verbindungslinien p,a” und p,a’" die Gerade A in einem Dupel 
der Punkte a’, die dem Punkte a” entsprechen, und zwar fällt dieses Dupel 
mit dem Punkte a* zusammen. Betrachten wir also den Strahl Oa* als 
einen Strahl a, so entspricht ihm unter den Strahlen 5 er selbst als Dupel, 
d.h. der Strahl Oa” ist eine Tangente der Correspondenzeurve E und berührt 
sie in a“. 8o stellt der Strahl Oa” offenbar m—2 Tangenten der Curve & 
dar, die alle in a* berühren. Ausserdem ist die Gerade a’a** eine Tangente 
der Correspondenzeurve & ohne sie jedoch in a* zu berühren. Wir sehen 
also, dass der Strahl Oa” eine (m—1)-fache Tangente der Correspondenz- 
eurve ist, die (m—2)-mal ina” berührt. Mithin sind in a* nur m—1 Coineidenz- 
punkte der Correspondenz (1.) vereinigt, und es gehen von a* ausser der 
Geraden A noch Im(m—1) Tangenten an die Correspondenzeurve &. 

Hieraus folgt nebenbei 

Lehrsatz 16. 

Ein Dupel, welches in einen entsprechenden Punkt fällt, rechnet nur 
für einen einzigen Coincidenzpunkt zweier entsprechender Punktreihen. 

Andere Coineidenzpunkte als die genannten drei Arten giebt es auf 
der Geraden A nicht, wir haben also die Gleichung 


r+ı+n(m—1l)=y+1m(m—1), 
oder 
A 


—ı—I(m—1)(m—2n), 


> 


oder, da 
y=4[m(2n—3)-z—-$] 
ist, 


(3.) r=4|m(m—4)+2n—z—2ı—-%]. 


Diese Formel gilt für den Fall, dass die Curve C* beliebig viele 
mehrfache Punkte besitzt, deren Tlangenten nicht zusammenfallen, dass 
sie ferner < Spitzen und daneben mehrfache Punkte hat, von deren 
Tangenten 


RT 


) 
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in je eine zusammenfallen, jedoch so, dass sich auch mehrere dieser Zahlen 
auf ein und denselben Punkt beziehen dürfen, so dass also dann für diesen 
vielfachen Punkt mehrere Gruppen von Tangenten in je eine zusammen- 
fallen, und es ist 
S= (++ 
Hat die Curve C" ausser ihren Spitzen keine mehrfachen Punkte, 
für welche Tangenten zusammenfallen, so ist 


S=(. 
In diesem Falle haben wir die Gleichung 
(4.) T = }[m(m—4)+2n-z—2ı], 


welche also in der Voraussetzung gilt, dass die Curve C” Spitzen und 
ausserdem eventuell noch mehrfache Punkte besitzen darf, deren Tangenten 
nicht zusammenfallen. Dann ist aber wegen der sich selbst entsprechenden 
Plückerschen Gleichung 
ı—2=d(m—n); 
also geht (4.) über in 
tr = 4(m—- Om +8n—3x). 
Dies ist die Gleichung (2.) des $ 13, (S. 26). Nimmt man jetzt 
an, die Curve C” habe d Doppelpunkte, so ist 
m = n(n—-1)—-20-3z, 
und man erhält die Gleichung (3.) des $ 13: 
r = In(n—2)(n"—9)—-2d [nn —1)-0-—5] 
— 32[2n(n— 1)-3(2+53)]+620. 


$ 23. 

Fünfte Bestimmung der Doppeltangenten. 

Diejenigen Analysten, welche sich mit der directen Bestimmung der 

Anzahl der Doppeltangenten beschäftigt haben, nahmen von der weiteren 

Lösung des Problems Abstand, sobald es sich darum handelte, die Reduetionen 

direet zu berechnen, welche die Anzahl der Doppeltangenten durch singuläre 

Punkte erleidet. In der That sind bei der analytischen Behandlung des 

Problems die Schwierigkeiten so gross, dass man die Einstellung weiterer 
Versuche begreiflich findet. 

Aber die analytische Lösung des Problems ist eigentlich auch fehler- 

haft zu nennen, wenn versucht wird eine Curve durch die Berührungspunkte 
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der Doppeltangenten zu legen. Dass die Ursache hiervon nur in der Jahr- 
hunderte langen Gewöhnung an die Cartesischen Punkteoordinaten zu suchen 
ist, kann man leicht einsehen, wenn man das reciproke Problem betrachtet. 
Was würde man dazu sagen, wenn behufs Bestimmung der Doppelpunkte 
einer gegebenen Kurve m-ter Klasse eine Curve gesucht würde. welche 
die Tangenten jener Doppelpunkte berührt? 

Aber noch mehr! Wie gestaltet sich die Sache, wenn eine Doppel- 
tangente zwar reell, ihre beiden Berührungspunkte aber imaginär sind? Da 
würde für den Analysten mit der Bestimmung der reellen Doppeltangente 
als der Verbindungslinie der beiden imaginären Berührungspunkte die 
Schwierigkeit eigentlich erst anfangen. 

Man kann also wohl sagen, dass die Bestimmung der Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente nur dann einen Sinn hat, wenn durch dieselbe 
Methode gleichzeitig die Doppeltangenten selber bestimmt werden. 

Wie man nun leicht erkennt, werden durch die im Obigen gegebenen 
vier Lösungen des Problems die Doppeltangenten auch dann reell bestimmt. 
wenn ihre Berührungspunkte imaginär werden, deren Verbindungslinie aber 
reell ist. Ueberhaupt aber ist die Bestimmung der Doppeltangenten selber 
immer leichter und besser als die ihrer Berührungspunkte. Denn dort hat 
man nur einen Begriff zu construiren, hier aber zwei. 

Trotzdem will ich das Problem der Doppeltangenten hier auch durch 
blosse Ermittelung der Berührungspunkte lösen. 

Zu diesem Zweck gehen wir zurück auf die in $ 10 gegebene 
Construction der Wendepunkte. Die zu untersuchende Curve »-ter Ordnung 
C", welche wir zunächst als allgemein annehmen, sei von der Klasse m 
und habe ı Wendepunkte. Einen festen Punkt O0, der ausserhalb der Curve 
beliebig gewählt sein möge, verbinden wir mit einem beliebigen Punkte p 
der Curve C” durch einen Strahl 0. Die Tangente des Punktes p schneidet 
die Curve C” noch in n—2 Nebenpunkten p’, deren Verbindungslinien mit O 
dem Strahle o entsprechen und durch o’ bezeichnet werden mögen. Dann 
haben wir für die beiden Strahlenbüschel (0) und (0) die Correspondenz 

0 o 
| n(n— 2) 
n (m— 2) 1 


wie in $ 10. 
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Nun ziehen wir durch einen beliebigen aber festen Punkt M 
zwei beliebige aber feste Gerade A, B und construiren die Correspondenz- 
eurve, welche wir & nennen wollen, indem wir die Punkte a und b, in 
denen zwei entsprechende Strahlen o, o' beziehlich die Geraden A und B 
schneiden, durch eine Gerade mit einander verbinden. Während der Punkt p 
die Curve C* durchläuft, umhüllt die Gerade ab die Correspondenzeurve G, 
welche von der Klasse 

n(m-+n—4) 
ist. 

Nämlich von einem beliebigen Punkte a der Geraden A gehen ausser 
dieser »(n— 2) Tangenten an die Correspondenzeurve, Um sie zu erhalten, 
ziehen wir den Strahl Oa, welcher die Curve C” in » Punkten p trifft. 
Deren Tangenten schneiden die Curve ©” in n(a—2) Nebenpunkten p’, dureh 
welche die dem Strahle Oa entsprechenden Strahlen Ob gehen. 


Von einem beliebigen Punkte b der Geraden B gehen ausser dieser 
noch n(m— 2) Tangenten an die Gorrespondenzeurve &. Um sie zu erhalten, 
ziehen wir den Strahl Ob. Derselbe schneidet die Curve EC” in » Punkten p'. 
Die n(m—2) Nebentangenten derselben berühren die Curve C” in solchen 
Punkten p, durch welche die dem Strahle Ob entsprechenden Strahlen Oa 
gehen. 

Wie man leicht erkennt, berührt die Correspondenzeurve die Geraden 
A und B beziehlich n(m—2) und »(»—2) Mal. Mithin ist diese Curve von 
der Klasse 


n(m— 2)4+n(n—2) = n(m+n—4). 


Es sei nun £, eine Doppeltangente der Curve C” mit den Berührungs- 
punkten p!,p,. Fasst man die Gerade Op, als einen Strahl o auf, so ent- 
spricht ihm unter anderen Op} als Dupel des Strahlenbüschels (0). Be- 
zeichnen wir also die Punkte, in welchen die Geraden A und B beziehlich 
von den Strahlen Op! und Op getroffen werden, durch a, und b,, so ist 


die Gerade a, b} eine Tangente der Correspondenzeurve und berührt sie in a\. 


Bezeichnen wir ferner die Punkte, in welchen die Geraden A und B 
beziehlich von den Strahlen Op, und Op} geschnitten werden, durch a, und 


b!, so sehen wir, dass die Gerade a, b! die Correspondenzeurve in a} berührt. 
Mithin: 


Die Correspondenzcurve 8 schneidet die Gerade A unter 





Zimmermann, neue Ableitung der Plückerschen Gleichungen. 207 


anderen in denselben Punkten wie die Strahlen, welche von dem 


Punkte O aus nach den Berührungspunkten der Doppeltangenten der 
Curve Ü” gehen. 


Wir müssen daher, um die Anzahl der Berührungspunkte dieser 
Doppeltangenten zu erhalten, die Schnittpunkte der Correspondenzeurve mit 
den beiden Geraden A und B aufsuchen und die erhaltenen Zahlen einander 
gleich setzen, denn dieselben sind gleich der Ordnung der Curve 6, die 
wir durch x bezeichnen wollen. Aus der sich ergebenden Gleichung folgt 
dann die Anzahl der Doppeltangenten. 

Die Schnittpunkte der Correspondenzeurve mit der Geraden A sind 
nun folgende: 


1. 


2. 


Die auf A befindlichen Berührungspunkte der Correspondenzeurve. 
Das giebt 2r(m— 2) Schnittpunkte. 

Die Punkte, wo die Gerade A von den Strahlen „etroffen wird, 
welche von O aus nach den Berührungspunkten der Doppel- 
tangenten der Curve C” gehen. Bezeichnen wir die Anzahl dieser 
Doppeltangenten durch r, so giebt das 27 Schnittpunkte. 

Die Schnittpunkte der Geraden A mit den m Taangenten, die von 
O0 aus an die Curve ©” gehen, sind (n—2)-fache Punkte der 
Correspondenzeurve. 

Zum Beweise nehmen wir an, es sei #, eine solche Tangente; 
p, ihr Berührungspunkt und a, ihr Schnittpunkt mit der Geraden 4. 
Dann ist a, ein (a—2)-facher Punkt der Correspondenzeurve, und 
seine Tangenten fallen mit #, zusammen, d. h. in dem Punkte a, 
berührt die Correspondenzeurve (a—2)-mal die Tangente #, und 
folglich sich selbst 4(n—2)(n—5)-mal. 

Der Berührungspunkt p, stellt nämlich zwei zusammen- 
gefallene Punkte p dar. Um die dem Strahle Op, = o entsprechenden 
Strahlen 0’ zu erhalten, müssen wir also die »—2 Strahlen o' 
welche den Punkt O0 mit den Nebenpunkten von p, verbinden, 
doppelt rechnen, d. h. die Gerade Oa, stellt a—2 Dupel des Strahlen- 
büschels (o’) vor, welche dem Strahle Oa entsprechen, wenn man 
ihn als einen Strahl o betrachtet. Daraus erkennen wir nach 
Lehrsatz 16 (S. 203), dass eine Tangente der Curve ©”, welche dureh 
den Punkt O geht, nur a—2 Coineidenzstrahlen darstellt. (Vgl. $ 10, 
Anmerkung 2, S. 19). Ferner folgt hieraus, dass die Correspondenz- 
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eurve G& die Tangente 4, in dem Punkte a,, wo diese die Gerade 
A schneidet, (a—2)-mal berührt. Da sich von O aus m Tlangenten an 
die Curve C” ziehen lassen, so giebt das m(n—2) Schnittpunkte 
der Geraden A mit der Correspondenzeurve. 


Aus dem Gesagten folgt für die Ordnung z der Correspondenzeurve 
die Gleichung 


(1.) 


x = 2n(m—2)-+27+m(n—2). 


Die Gerade B hat mit der Correspondenzeurve & folgende Punkte 


gemein: 


1. 


(2.) 


Der Schnittpunkt b, der Geraden B mit einer Tangente #,, die 
von dem Punkte O an die Uurve €” geht, ist ein (m—2)-facher 
Punkt der Correspondenzeurve 6. Seine Trangenten gehen nach 
denjenigen Punkten der Geraden A, welche man erhält, als ihre 
Schnittpunkte mit den Strahlen, die von O nach den Punkten der 
Curve C” gehen, für welche p, ein Nebenpunkt ist. Man sieht 
dieses sofort ein, da in p, zwei Schnittpunkte der Curve C" und 
des Strahles Oa, zusammengefallen sind. Das macht im ganzen 
m (m— 2) Schnittpunkte. 

Die Berührungspunkte der Geraden B und der Curve &. Das 
giebt 2» (n—2) Punkte. 

Die Scehnittpunkte der Geraden B mit den Strahlen, welche von 
O nach den »—3 Punkten gehen, in welchen eine Wendetangente 
die Curve EC” noch ausser dem auf ihr befindlichen Wendepunkte 
schneidet, sind einfache Punkte der Correspondenzeurve. Es sei 


zum Beispiel w eine Wendetangente der Curve €” und w ihr 
Wendepunkt. Einer der a—3 Punkte, welche sie noch mit der 


Curve €” gemein hat, heisse w'. Die Strahlen Ow und Ow’ mögen 
die Geraden A und B beziehlich in den Punkten a,,, und b' treffen. 
Dann ist a,,,b’ eine Tlangente der Curve & und berührt sie in b. 
Denn von den Nebentangenten des Punktes mw’ fallen zwei in die 
Wendetangente w, und ihre Berührungspunkte fallen in den Wende- 
punkt w. Dem Strahle Ow' entspricht, wenn man ihn als 0’ auf- 


fasst, also der Strahl Ow als Dupel des Strahlenbüschels (0). 


Daher ete. Das giebt im ganzen (»—3)ı Schnittpunkte der 


Geraden B mit der Curve &. Mithin ist 
x = m(m—2)+2n(n—2)+(n—B)ı. 





= 
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Andere als die genannten Punkte hat die Curve & mit den Geraden 
A und B nieht gemeinsam. 
Aus den beiden Gleichungen (1.) und (2.) folgt: 


2n(m—2)+217-+m(n—2) = m(m—2)+2n(n—2)+(n—B)ı, 


oder 
(3.) 2r = (m—n) (m—2n)+ (n—3)ı. 
Oder, da 
ı = 3(m-—n) 
ist, 
27 = (m—-n)(m+n—9). 
Dies ist die Gleichung (5.)" des $ 12 (8. 25), welche, da 
m=n(n—]1) 
ist, in 
t = In(n—2)(n’—9) 
übergeht. 


Wollte man die Reduetionen ermitteln, welche die Zahl = durch 
singuläre Punkte der Curve C” erleidet, so würde dies Weitläufigkeiten zur 
Folge haben, weshalb der Gegenstand hier verlassen werden mag. 

Anmerkung. Um die Berührungspunkte der Doppeltangenten zu 
finden, kann man z. B. auch auf die zweite Construction der Doppeltangenten 
in $ 19 zurückgehen. Die dort betrachtete Correspondenzeurve schneidet 
die Gerade A in r Doppelpunkten. Die Tangenten derselben schneiden die 
(Gerade B in Punkten, deren Verbindungslinien mit O dureh die Berührungs- 
punkte je einer Doppeltangente gehen. 
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Gleichungen zwischen den Anfangsgliedern von Differenz- 


reihen und deren Verwendung zu Summationen und 
zur Darstellung der Bernoullischen Zahlen. 


(Von Herrn Saalschütz in Königsberg i. Pr.) 


Zraiechan den Anfangsgliedern (Initialen) der Differenzreihen einer 
sewissen Klasse von arithmetischen Progressionen paaren Grades giebt es 
eine grosse Anzahl von Beziehungen, zu denen man gelangt, indem man 
von einer interessanten Umformung einer ganzen Function 2m-ten Grades 
von x in eine solche m-ten Grades von y=x (1—x) ausgeht. Diesen Be- 
ziehungen und ihren mehrfachen Anwendungen ist dieser Aufsatz gewidmet. 
In $ 1 desselben werden die Initialen der 1-ten, 2-ten, ..., 2m-ten Differenz- 


2m 


reihen a, (k=1,2,..., 2m) der arithmetischen Reihe 0, 1°”, 2°”, 3°”, ete. 
independent und mittels Recursionsformeln entwickelt. In den $$ 2 und 3 
werden die Umformungen 


2m 2 


Im 2 Im 3 Im Um m m m ym 
4,0—q, , r4; 5 + Am .- . Yy- C, v „re Sr 1 u. 
und 
Im Im !m 2m 
—-mCc+E + —a,,rc”" = (l-2e) 
m m m 
x(l-Cy+oy+r-+l-D"IO.ay"), y=zll-z) 


deren zweite die Mr vorliegender Arbeit bildet, abgeleitet, 


worauf die Constanten C, ‚zu recursiver und independenter Darstellung ge- 
langen. In $ 4 wird die Fundamentalgleichung auf die Initialen 5, der 
Differenzreihen derjenigen arithmetischen Reihen, deren allgemeines Glied 


sich dureh eine gerade Function des Index darstellen lässt, ausgedehnt, um 
aus ihr Beziehungen zwischen den 5b, (k=1, 2,....2m) abzuleiten. In $5 
wird der Grad der arithmetischen Reihen unendlich gross angenommen und 





ul 
0| 


W 


di 


fo 


di 


ul 
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auf diese Weise, sowie mit Hinzuziehung von Integrationen, eine Anzahl 
unendlicher trigonometrischer Reihen summirt. Der $ 6 giebt den Zusammen- 
hang zwischen den Constanten der beiden in einander transformirten Functionen. 
Daran schliessen sich weitere Summationen trigonometrischer Reihen. In 
$ 7 wird mittels der Fundamentalgleichung (in ursprünglicher Fassung) 
der e. Staudt-Clausensche Satz für die Bernoullischen Zahlen neu bewiesen 
oder vielmehr die m-te Bernoullische Zahl direet in derjenigen Form dar- 
gestellt, welche der genannte Satz für sie verlangt. In $ 8 endlich wird 
bewiesen, dass bei Geltung der in $ 4 abgeleiteten Fundamentalgleichung 
für eine gegebene Function 55 (—1)+'b,x"' die 5, die dort für sie zu 


I.3 
Grunde gelegten Voraussetzungen erfüllen müssen (Umkehrung des Satzes), 
und hiervon eine Anwendung auf die Bernoullischen Funetionen gemacht, 
welche zu Reeursionsformeln für die Bernoullischen Zahlen führt. 


E 

% . p p pP P . . [2 £ 
Seien @,, 4;, 45, ..., a, die Initialen der 1-ten, 2-ten, 3-ten, ..., p-ten 
Differenzreihe der Reihe 0, 1”, 2”, , 


Differenzen 


.„ dann ist nach der Theorie der 


1) = br-(h)ı (k-DP+halk-2yF-- +1 hl 
und nach der Lehre von den arithmetischen Reihen das (z+1)-te Glied 
obiger Reihe: 


’ pP pP P 
(2.) T, ; =.!’=a, (3): +4, (2): A +a,(2),; 


woraus durch Substitution von 3=1 und durch Üoeffieientenvergleichung 
die Werthe 
(3.) .-1 4=1-2.3..,> 
folgen. Multiplieirt man Gleichung (2.) mit z, so findet man mittels der 
Beziehung 
3.(3), = ka) +(k+1)Barı 
die Gleichung 


p 
z’''= a,((2),+2(2).)+ a,(2(2),+ 3(3),)+"+a,(p+1)(2),. 


und dadurch die Reeursionsformel 


p+l p 


p 
(4.) 0, = k(a,+ 4,_ı); 
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durch deren zweimalige Anwendung wir die folgende erhalten: 


2 p+1 p—1 p— p—1 
(5.) a, = k((k—1) a,,+(2k—-1) a ,+Ka,). 
Einige Zahlenwerthe sind: 
2 2 4 4 4 4 
la, =L, #22: =Ül, a, = 14 a, = 36 a, = 24; 
(6.) 6 6 D 6 6 6 
| a=1, ,=62, a,=540, a,= 1560, a,= 1800, a, = 720 
2. 


Es ist 
d,—4,X =1-2r, 
4 4 BB 4 
a—-mc+a,2’—a,a® = (1-22) (1-12r(1—r)) 


oder, wenn wir 


(T.) y= x(l-e) 


setzen, sodass 


(8) dt ie, ya en 
werden: 
E 2 4 4 4 4 
ö ' ) N , 
(9.) ad, — d;X = Y, 4 —- rc +a,2 —a,r Y (1--12y). 


Multiplieiren wir diese Gleichungen mit dx und integriren sie, so 
kommt: 


> 7 D 4 f 
| x? + 4 x? + a? + x* 


a, 24, 5) = Y, ad, X —d; I 4 d; 3 (4, A = y—-by. 


_ _ 


Wir behaupten nun, dass Gleichungen von derselben Form für alle 


pP 
a, mit geradem oberen Index bestehen, und wollen dies durch den Schluss 
von m auf m+1 beweisen, nehmen also die Gleichungen 


2m 2m 2 2m 3 2m Im m 2 m 3 m m 
T I — ni Y y-— -1 Yy 
f \ FE u 4 Y n BR } Y L 
(1) a2 —-@,5,+0; en, 5 +6: 5 + +(-1”"C,_, 2, 
2m 2m 2m 2m 
| 4 — mc +a0° FF — a,” 


\ m im m 


= y(1-0y+ PP F-- + DI. y""), 


deren zweite aus der ersten durch Differentiation hervorgeht, und worin die 


FE) 7 
eo 


m 


C, Constanten sind, als richtig an. 


rn» 


N 
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Nun bezeichnen wir die linke Seite von (10.) als F(z, 2m) und die- 
jenige von (11.) als f(x, 2m) und bilden F(x,2m+2). Mittels der Gleichuı 
5.) (p=2m+1) erhalten wir: 


u 
IE 


F(z,2m+2) = a@(l-53r+2r) +0,22 52, 3x" 


) Im 


am 
+4 3-Tc+42)F.- +0,02” 2 m—(Am+1l)c+(2m+1)r‘) 
J un % J J 


> 
Im m im 


= z(1-z) {a (1-22) -a,2(2-32) + .--—a,,2”" (2m—-(2m+1)e)}. 


m 


Die grosse Klammer zerfällt in die Differenz zweier Summen, deren 


d = -. s 
erste ._ (zf(x,2m)) und deren zweite „ (ef (x,2m)) ist, dadurch wird 
/ 


dx 
dieselbe 
= c(1l—-z)f (2, 2m)-+ (1-22) f(x, 2m) 
d 
= — (yf(z, 2m)). 


dx 


Mittels der Gleichung (11.) für f(x, 2m) und der Gleichungen (8.) 
ergiebt sich hierfür leicht der Werth 


E (1) {(h4+1)C,+2@h+ 1)C,_\\y 
und daher 


F(xz,2m+2) = E(-1) {+ )C,+2 @k+1)C,_.\y"t". 


Damit ist für F(x, 2m+2) die entsprechende Form wie für F(x, 2m) 
in (10.) erzielt und zugleich, wenn 


j . m Pe de y" +1 
(12.) F(2,2m+2) = Z(-10,,-; 
gesetzt wird, die Recursionsformel 
m+1 m 
(13.) C, = (h+1)I(k+1)C,+2(2k+1)0,_,! 


gefunden. Einige Werthe dieser Constanten sind: 


2 3 3 77 
| =12=44!, =60, G=360=46! G=1, 
(14.) | 4 4 4 
C 040, G=20160=148!, C,=0. 
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Zugleich ist nun auch die Allgemeingültigkeit der Gleichung 


as, | a,— 4,0 + 4,0 Fa, a"! = (1-22) (1-Cy+Oy’F-- 
| ..— (— 5 ) 


dargethan. 
3. 
Bevor wir zu Anwendungen der Gleichung (15.) übergehen, stellen 


m 


wir noch die ©, in independenter Art dar. Setzen wir in (13.) A=1 und 
dann statt m successive die Zahlen 1, 2,3,...m—1, so erhalten wir die 
Gleichungen: | 


l 


C, 12 = 2-4, 


C=40,+12= !-24-41=- 2-4, 
C=40412=- 2-24 -4= 29-4 


und so überhaupt 


m 


(16.) C, zu ER. 
Setzt man in (13.) = 2, sodass 
m+1 m 


C, = 3°C,+ 30.2°”" — 120 


entsteht, so folgt in ähnlicher Art 


(17.) C, = 3" 6.2" 415, 


woraus man durch Induetion auf den allgemeinen Ausdruck 


(18) ©, = k"—(2b), (k—-1)”"+(26),(k—-2)” + +(2%),_,1” 
schliesst. Sei derselbe bis k=h richtig, so beweisen wir mittels (13.) 
seine Richtigkeit für k=Ah+1. Setzen wir in dieser Gleichung vorüber- 
gehend a statt (A+1)’ und 5b statt 2(A+1)(2A+1) und nach einander 


h+1l A+2 m—1 
h,h+1,h+2, ..m—1 statt m, so ergiebt die Elimination von O,, C,, ..., ©, 


die Gleichung: 


m m—1 m—? m—)J 


h 
C, u b(C,_,+aC, -1 +a' C,- 2 de; a” > C.); 


m—1 m—? 


substituirt man für O,_,, C,_, ete. die aus (18.) sich ergebenden Ausdrücke, 
deren Richtigkeit für k=h und beliebigen oberen Index vorausgesetzt war, 
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so ist die Summe A, der mit (2%), multiplieirten Glieder folgende 


== nuafısfatilYy  ZAHıY, „(Hy 
Sb) rel) | 
TAGE E ih Sidi mich 


(h+1)’—(h—r)’ 
also 

(19)  (21),4, = (2h+2),,1{(h+ 1)" "*(h—r)*--(h-r)?"}, 
und es ist 


m h—1 


(20.) C,= 3 (-1/(2h),A.. 


Diese Summe setzt sich gemäss (19.) aus zweien zusammen: die 
erste sei (A+1)”""P, die zweite Q. Das doppelte P lässt sich auf 
die Form 


2P= 3 (-1Y(2h+2),,.,(h-r)” 


bringen; kämen noch die beiden gleichen Glieder —(h+1)”"—(—h— 1)" 
hinzu, so wäre die Summe 0, folglich ist 


P=(h+1)®%, (h+1"®P=(h+1j". 


Die Summe Q lassen wir in der Form, wie sie aus (19.) folgt, und 
somit wird: 


m h—1 
C,= 3 (-1)t'(2h+2),,,(k—-r)’”; 
r=—1l 
dies ist aber identisch mit dem Ausdrucke, der aus (18.) folgt, wenn darin 
k=h+1 gesetzt wird, somit ist die Allgemeingültigkeit dieser Gleichung 
bewiesen. 
4, 

Werden mehrere arithmetische Reihen von gleichem oder ver- 
schiedenem Grade addirt, so sind auch die Differenzreihen der resultirenden 
arithmetischen Reihe die Summen der betreffenden Differenzreihen ihrer 
Componenten. Daraus folgt: 

Wenn das (z+1)-te Glied einer arithmetischen Reihe T,,, durch 
die gerade Function 

(21.) Da m Aut A,2+4A,3°+-:-+A,3”" 


gegeben ist, und wenn die Anfangsglieder der ersten, zweiten ete. Differenz- 
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reihe derselben mit b,, b,, b;,.... bezeichnet werden, so ist 
2 + Im 
(22.) b, = A,a,+ A,a, +: + Aa; (k=1,2,3,...). 
Setzen wir daher in (15.) sucessive m =1, 2, 3,..., multiplieiren die 
Gleichungen beziehungsweise mit A,, A,, Az, ... und addiren sie, so er- 
halten wir 


(23,) | b,—b,2+b,2° +. —b,,0”""" — (1—2«) 
Ei x (D,—D,y+D,y’F--+(-V""D,_.y"),y=aell-e), 
wenn 
| D= At At +An= bi, 
(24.) 


m 


1 2 
| D, A,C,+ 4:04 + A,.C, 
gesetzt wird. 


Sind also b,, b,,... b,, die Anfangsglieder der Differenzreihen einer 
arithmetischen Reihe (2m)-ten Grades, deren (2-+1)-tes Glied eine (durch (21.) 
dargestellte) gerade Function von 3 ist, so exwistirt eine Gleichung von der 
Form (23.), deren Constanten D,, D,, ..., D._, entweder durch (24.) oder wie 
wir sehen werden, direct durch die 5, bestimmt werden können. 


Aus dieser Gleichung (23.) wollen wir zuerst Beziehungen zwischen den 
b, unter sich ableiten. 


Setzen wir =}, so folgt 


ba, 
Yım —1 





Bari 
(25.) rer 


setzen wir 2=(0, so bestätigt sich, dass D,=b, ist, setzen wir 2=|1, 
so folgt 
(26.) b,— b,b + + b,,. = 2b.. 


Multiplieiren wir (23.) mit z"(l—z)"dr und integriren von O bis 1, 
so entsteht rechts Null, da (1—-2x) dr =dy ist, links ist aber 


ae „1. _ T(k+n+l)T(n+1) 
er) / ee ads ; 17320 


und daher, wenn wir zunächst unter » eine nicht-negative ganze Zahl ver- 
stehen und die Gleichung durch nr! heben, 











(2 8.) b 1.23 b > ba. () 


Qn+ N)... 15° On+2)...(n+ 2) ET (2n+2m)...(n+2m) 
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also insbesondere für 2 = 0, 1, 2: 





b, b, b>,n TUR. r 
er Dt ae 
b b. b, 
. ” l ar 2 Bu. = m ua ( 
(28 ) 2.8 3.4 2 (2m +1)(2m +2) ; 
b, BZ b, j + bam . () 
».4.05 4.5.6” (2m +2) (2m + 3) 2m+4) 


Nehmen wir nunmehr für » eine beliebige Zahl grösser als —1, so 
kann man der rechten Seite von (27.) die Form 


(n + 1)(n --2)...(n+ k) Ta+l)f(n-+1) 
(2n+2)(2n+3)...2n+k+]1) I(2n+2) 


geben, wobei für k=0 der erste Factor durch 1 zu ersetzen ist, und erhält also 


’ A (n+1)(n+2)...(n+k) in 
(29.) bi +2 z (- 1) (2n+2)(2r+3)...2n+k FjP u 


und insbesondere für a=4 undn=-1! 
3.5, 5.7...(Am—1), _ 
(29°) b, > b, -1- 6.8 b; I 100 — 6. 8. 10.. .(4m + 2) 3 On — 0, 
| 1.3 1.3.5...(4m— 5) 
\ u er 7 (dm 2) Pin = 





2m 


Da die a, Specialwerthe der 5, sind, ist es mittels der in (6.) angegebenen 
Zahlenwerthe leicht, zu den Gleichungen (25.) bis (29*.) Beispiele zu bilden, 
was dem Leser überlassen bleibe. 


Die Binomialcoefficienten der 2m-ten Potenz liefern ein Beispiel anderer 
Art. Es ist nämlich bemerkenswerth, dass eine einfache sie enthaltende 
Beziehung zwischen den Coeffcienten der b, in irgend einer der Gleichungen 
(25.), (26.), (28.) und (29) besteht; bezeichnen wir diese Coefficienten der 
+ b, mit y,, schreiben also irgend eine der genannten Gleichungen in der 


Form 
(30.) 7ı b, as b; + 73 b; + —Ym b;,. - 0, 

wobei die y, nur von ihrem Index, nicht von m abhängen, so ist 
(31.) v- (2m)ıy. + (2m)y3 + — (2m)n-ı Yam = 0. 


Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass es eine arithmetische Reihe 
2m-ten Grades giebt, deren (3+ 1)-tes Glied eine gerade Function von 2 ist, 
29* 





R® A 
IB 
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und deren Differenzreihen die Anfangsglieder 1, (2m),, (Am), .... (2m),.-ı 
haben. Diese Reihe hat aber das (z+ 1)-te Glied (vergl. (2.)): 


T, Tee (3), + (2 m), (2) + (2 m): (2); ++ (Zm).n.-ı (Z)om . 
Bilden wir nun die Summe U 


u. (2m)(2m—1)...1.0 m... 8 (Zm)...2  2(2—]) 
 1.2..(2m +1) 1.2...(2m) 1 u 1...2m—1) 1.2 
2m 2(&—1)...&—2m+1) | 2(#—1)...(2— 2m) 
Teymtog 1.2...2m + 1.2... 2@m-+1) ’ 


so unterscheidet sie sich, da ihr erstes Glied verschwindet, von T,,, nur um 
ihr letztes Glied; ihre Summe ist aber nach dem Factoriellensatz 
U- (+2m)(»+2m—1)...z 
1.2...(2m+1) ' 
demnach 


A 2(2+1)(2+2)...&+2m) 36%-1)@-—2)...(#— 2m) 
ta 1.2...(2m+1) 1.2...(2m+1) 
oder auch 
ERS Fo. (2 + 2m)mz+ı . (Z)amzı . 

Setzt man hierin —z an Stelle von z, so bleibt der Ausdruck unge- 
ändert, ist daher eine gerade Function von z3 und zwar (2m)-ten Grades, 
womit der Beweis geführt ist. 

Anmerkung. Wählt man aus den Gleichungen (25.), (26.) und den 
durch Aenderung von r in beliebiger Anzahl herstellbaren (28.) und (29.) 


willkürlich 2m —1 aus, deren A-te in der Form 


(30*.) Yi1 b,— Y%2 bt + YR2m-ı Dan = Y x,2m bam 
geschrieben werde, so verschwinden alle aus der Matrix 
| Yaı Y%%2° + Yu,2m | 


durch: Fortlassung einer beliebigen Verticalreihe entstehenden Determinanten. 


Für diejenigen Determinanten, welche die ersten beiden Vertical- 
reihen beibehalten, ist dies selbstverständlich, da in allen aufgestellten 
Gleichungen der Coeffieient von b, (wegen (31.) mit m=1) halb so gross 
wie derjenige von 5, ist. Ferner folgt aber auch aus dem Gleichungs- 


2m 


system (30°), wenn darin für die b, die Specialwerthe a, genommen werden, 


2m 2m 


le 


> + Y1,2 72,3 +++ Y2m--1, 2m 


S + Y1,172,2*+ + Y2m—1,2m—1 


Wr 


di 


SC 


be 


Wi 











Saalschütz, Gleichungen zwischen den Anfangsgliedern von Differenzreihen. 219 
2m 
da nun der Nenner O0 und a,, = (2m)! (siehe Gleichung (3.)) ist, muss 
Z + Y12Y23°Yom-ı,9m und daher auch Z + Y,1Y%23---Yan-ı,2„ Verschwinden. 
Die (2m —1)-te Gleichung ist also von den ersten 2m —2 abhängig; 
werden aber 2m —2 Gleichungen willkürlich ausgewählt und zwei der b,, 
deren eine 5, oder 5b, sein muss, um das Resultat in bestimmter Form zu 
erhalten, etwa 5, =T,—T,, und b,,= A,.(2m)! (siehe (21.) und (3.)) als 
bekannt ırenommen, so kann man die übrigen b, aus diesem Gleichungs- 
system b&#echnen. 


D. 
08 (rad der arithmetischen Reihe, deren (s-+1)-tes Glied durch 
die Gleie#ung (21.) gegeben wird, kann auch unendlich gross sein, dann 
sind die linken Seiten der Gleichungen (25.) bis (29.) unendliche Reihen und 
es tritt nun die Forderung hinzu, dass dieselben convergiren. Einfache Reihen 
seforderter Art sind die beiden, für welche 
T,,, = eos (ze) und T,,, = 3 sin (ze) 

ist. Im ersten Falle ist 
(32) [| db, = cosp-—|1, Ze. ala 

| b,= cos (ko)—(K), cos (k—-1)o+(h), cos (k—-2)e FF. +(—1); 


dieser Ausdruck lässt sich aber, wie bekannt, summiren und zwar wird 
s a Be EL Fe ON 
(33.) b,= (-1)(2 sind) eos[a(3 -5)] 


Für die Substitution dieses Ausdrucks in (25.) genügt die Be- 
schränkung 


=9<a<5, 
bei Benutzung der Gleichung (26.) muss 
u BE 
GE 
sein, bei den anderen Gleichungen dürfen die Grenzen F “ von \ er- 


6 2 
reicht werden. 
Im zweiten Falle, in welchem wir die Differenzen mit /, bezeichnen 
wollen, ist 


(34) | P, = sine, 


| A = ksin (ko)—(K),(k-1) sin (k-1)o +--- + (— 1)" (M),_, sin o. 
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Dieser Ausdruck ist (siehe Gleichung (32.)) der negative Differential- | 
quotient von b, nach o, daher wird mittels (33.): 


35)  A=(-1'4(28ind) sin[a+1)(5 -3)] 


Für die Anwendung von Gleichung (25.) unterliegt 5 wieder der Be- 


schränkung 
TU 2) gt 


Pr 


Be a 


2. . . [2] . TT T 2: 
für die anderen Gleichungen muss „ zwischen — ; und „ liegen, sodass 


2 
die Grenzen bei einigen nicht erreicht werden, bei anderen erreicht werden 

dürfen, was im gegebenen Falle leicht zu entscheiden ist. (In Gleichung (26.), | | 
der ersten (28°.) und der zweiten (29°) dürfen sie nicht, in den anderen Ä 
(28°.) und der ersten (29°.) dürfen sie erreicht werden.) | 


Aus den mittels 5, in (33.) gebildeten Gleichungen können wir noch 
andere ableiten. Setzen wir 


(36.) ==; = d 
und bezeichnen den positiven Coefficienten von +5, in einer bestimmten, j 
aber willkürlich gewählten der Gleichungen (25.) bis (29.) wie in (30.) mit f 


Yx, so nimmt diese Gleichung jetzt die Form an: 


(37.) 2y,cos’w+7y,(2 cosw)’cos(2w)+ Y;(2cosw)’cos(3W) + in infin. = 0, 
worin w sich von „ bis = bewegen darf, in der Regel mit Einschluss der 
Grenzen, nur in einem Falle mit Ausschluss derselben und in einem anderen 
Falle noch über sie hinaus (siehe oben). Dividiren wir (37.) durch 2cos’w, 


so bleibt die Gleichung auch für ® =, richtig, denn sie giebt dann 


(38.) y‚—2y: — 0, | Yı 
was, wegen (31.), in allen Fällen richtig ist. Multiplieiren wir sie dann 
mit dw und integriren, so erhalten wir mit Benutzung der ersten folgender 


beiden bekannten Integralformeln di 


lo} 
cos"-Iypsin(n — 1w) 
n—1 





(39.) / e08"”wcos(n w)dw = 


cos" !wcos(n— 1%) 


I 


(40.) / eos” wsin(nw)dw 
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die Gleichung 


cosw sin cos’wsin?w 


ye+2% — —- +29 5 


— 


+. — Const., 


. ® nd .. Tr 
also indem wir sie für w = „ benutzen: 


27, . 2°y, 2 Bu 2°y, 3 nf \ 
ur cosesinw-+ 9 608 vsin(2w)-+ a COB osin(dw)+t 


= (#0) 2} 

Nur für 2°="y,=1 (Gleichung (25.)) erweitert sich der Spielraum 
von w bis beliebig nahe an 0 bezw. an n. 

Wir wenden auf (41.) eine ähnliche Operation wie auf (37.) an, bringen 
das erste Glied von links nach rechts und dividiren durch cos’w, dann wird 
die rechte Seite (vergl. (38.)) 


(41.). 





7C . 
9 7 Ww — coswsınWw 
de cos’ w ? 
dies verschwindet für w = 2 die linke Seite aber ebenfalls, so dass sie auch 


. nr 7T . aa . . . . 
jetzt noch für o=; gilt. Nun multiplieiren wir mit do und integriren, 


7T Dan 7T . . 
dann entsteht rechts (7 — w)igw, welches Product für we =; gleich 1 wird, 
und wir erhalten somit unter Benutzung von a die Formel*): 


2°y, 
2.3 


“2 
2'y, 


j,; C08w cosw + 


cos w cos (2w) PR cos’ wcos(3w) + 


3. f 
=y, (1 -(5 ” 


*) Um die Gleichung in einem einfachen Speecialfall zu prüfen, nehmen wir für die 


(42.) 





Y: die Werthe aus der ersten (28%.) und w = ‚® dann wird die linke Seite L: 
1 1 2 1 


Perf mE SEE ae 
a ET na tt 


> 
2 st: - —_— — — 4 + 4 etc, 
.i. € 


dies Jässt sich durch Zerlegung in Partialbrüche und Ze Zusammenfassung um- 
ormen in 


z’+22°+ x 


rl. 1+2° de, 
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Diese Operation, dass die Gleichung durch cos’w dividirt, das erste 
(lied von links nach rechls gebracht, beiderseits mit dw multiplicirt und dann 
integrirt wird, lässt sich beliebig oft wiederholen; sie ergiebt auf der linken 
Seite unendliche Reihen, welche mit immer späteren y, beginnen, und rechts 
immer complicitere aber gesetzmässig darstellbare Ausdrücke. Um dieselben 
übersichtlich angeben zu können, führen wir folgende Reihe recursiv von 
einander abhängiger Functionen ein: 


en) = E-u, 
fu(w) = 1—-tgwyp(w), 
) ; 
fx) = + -tgof,(w), 
f.(0) = 5 —-tg’wf,_. (w) 
® 2n +1 o v.. 





und ausserdem folgende Constanten: 


abc 9% Ya Yı 
et, 2! 21° 
BER 475 Y A 
uni. oe AR rt het: 16 


air 6 77 Y A, A, 
= Yet, 6 6 at 





überhaupt: 


h) 


m ‘ 9 2 4 A A —] 
(4! _ Hin Fintı Yı u A, 3 2 TORTE SEM - a 
) Aa (Zn)! @n-2)! Qn-N! 2! 


Bezeichnen wir dann die linken Seiten, je nachdem sie nach Cosinus 
oder Sinus der Vielfachen von w fortschreiten mit C, oder S,, so behaupten 


also 
. | ErL+ =) Din 
und 
nn 
L=1- PP; 


wie es die rechte Seite angiebt. 





q 
A 
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wir die Richtigkeit folgender beider Gleichungen: 


f 


n +‘ os" ıw cos kw) y , e 
m FM, cos’ w cos( I | PR 
(46.) nn = 22T Yard... rn)” an ie) 
A, A, \ A, Y 
r (In — yet a-(®) ++ Th), 
—  » 9+2n-2  cos’wsin(kw) en Y f_.(w) 
47) S,, — =? Prr2n1kChL 1)... (k+2m 1 — On ste.) 
| A, A. \ ü 
ran tere) +, ehe) + A, pw). 





Den Beweis dieser Gleichungen beginnen wir damit, dass wir zeigen: 


. . . „. 7T \ nd 
die Functionen f,(w) und tgwf,(w) verschwinden für w= „- Setzen wir 


-_ 


nämlieh für » nahe an 


2 
tvw = i 
€ 
so ist 
5 —@ = gp(w) =arctge=: - +1 
also nach einander 
r} 4 
teoylw) = 1—- + 5 Pari, 
«) e 
&° &* 
fu(w) => 3 _— r 1 .... 
g° &' 
fı(w) = Bart 
« 1 
2 4 
fı(w) = n = 
f J 
etc. 
€ Fi 
tgwf,(w) = 7 
etc. 


Für e=0 folgt aus diesen Gleichungen das gewünschte Resultat. 


Sodann brauchen wir die Integrale der mit dw:cos’w, bez. mit 
tgwdw : cos’w multiplieirten Funetionen (43.) Bezeichnen wir die Differential- 
quotienten nach tw mit Accenten, so ist, wie mit Hülfe der Gleichungen (43.) 
zu entwickeln, immer in zwei verschiedenen Formen: 

Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 3. 30 
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BB... iu f(w) _ 
fu(w) = ze +tgw — cotw u nn 1), 
2 oo tgw a h(w 
fh (w) = —3 ey h(w) +tgw = eote (3.112) — 1), 
(48.) . tgw Kan 
fs (w) = —5 win „ÖÄ (w)+tgw = cotw I os 4), 
' e tgw FOREN = u 
f;(w) = —7 Fan pe (w)+tgw = cotw (7.2; E -4) 
etc. etc. 





Mit Hülfe der zweiten Form ist dann mittels partieller Integration 


VITO = tgwf,(w)— gie: n —1)dw, 


cos’w cos° 
demnach 
[fs Sr, = 3(tgwfi@w)+w), 
. cos’w du 
ebenso allgemein 
Be) Jr. OP vw >n 0 (tgef,(w)-+w); 


und aus der ersten Form in den Gleichungen (48.) folgt 





r ei a 
Js w) oe = —fy(w)+ /tgwdw, 
(30.) Ste of,(w) ie  - —1f(w)+14 / tgwdw, 
dw 1 1 
Stgwf, (w) a Te far (w)+ ni 3 Stgwdw. 


Nunmehr können wir zum Beweise der Gleichungen (46.) und (47.) 
übergehen. Die Gleichungen (41.) und (42.) lauten in den durch (43.) ein- 
geführten Bezeichnungen folgendermassen: 

51) [| 9 = yı9@), 
16, = yıfılw), 


und die Reihen S und C folgen, wie mit Rücksicht auf die Integralformeln 
(39.) und (40.) leicht zu erkennen, successive in dieser Art aus einander: 


» > a2 dw 
29 ws: / ( u 2n—?2 cos W \ 2 } 
(52.) S,, — R C..- 2 Yn—ı (2 n— 2)1/ cos?w I 
ne coswsinw\ dw 
53. Ü, pe /Ks: er a 'Yy ) 
(53.) n+1 „E ” (2n—1)!/ cos? 


u 


W 


b 


w 
G 
W 
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Wir wollen nunmehr, um die Darstellung nieht unnöthiger Weise 
schwerfällig zu machen, den weiteren Beweis nicht in allgemeinen Zeichen, 
sondern an speciellen Beispielen, jedoch der Art führen, dass die Allgemein- 
sültigkeit der Methode ohne weiteres ersichtlich ist. Wir nehmen die 
Richtigkeit von (47.) für »n= 3 an, leiten daraus den Werth von €; und dann 
hieraus den Werth von S, ab. Gemäss (50.) ist 


4 dw F 
O8 — } (— Hr / 'm .) 
/ tgwf,(w) ar pi f.(w)+ / tgwdw), 
dw 
/tg vw f,(w) a I(—f(w)-+ /tgwdw), 
» > ı) r - 
[ p(w) ni = —f,(w)+ [te vv dw, 
. cos’w a 2 
F ; dw 
/ coswsinw —_ >= /tgwdw. 
. cos % « 


Multiplieiren wir diese Gleichungen beziehungsweise mit den Factoren 
Yı A A, 2°y, 


TE A : A 
und addiren sie, so erhalten wir . _ 


(54.) G,=— 5 f (w) — 5 7: (w) — —: fh(w) + c/tg wdw, 
wo 
(55.) =; +3 T +3 Takt 
Diese Constante c, hat den Werth Null. 
Um dieses und zugleich die entsprechende allgemeine Gleichung zu 
beweisen, benutzen wir die in $ 4 bewiesene Gleichung 
31) y-(2m), y%+(2m),Y%— (2m)y, +: — (2m).-ıYm = 0, 
worin nach einander m=1, 2, 3, ete. zu setzen ist. Mittels dieser und der 
Gleichungen (44.) und (45.) drücken wir nach einander y,, 73, 4, ... durch y, 
und A,, A,,... aus; so entstehen die Gleichungen 
7 = Fir 
ayp=y 
2" Y; = yı+2. 1 A,, 
2’y, = yı+3-2A,, 
ER = ET 
= 9,+9.4A,+5.4.3.2 


(56.) 
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Diese Gleichungen stehen unter der Form 
(ya = Yı+(@n—2)(2n—3)A,+(2n—2)...(2n—5) A, 


(57.) | ++ +(2n—2) (2n—3)...1A,_,, 
58.) u yı+(2Ra—1)(2n-2)A,+(2n—1)..(2n—4) A; 

58. 

( + +(2n—-1)(2n—2)...24,_.. 


Die erste derselben stimmt mit der Definitionsgleichung (45.), mit 
n—1 statt n, überein. 

Indem wir nun auch die zweite als richtig voraussetzen und die 
Gleichung (45.) in der Form 


""Yazı = Yıt?r(2n—1)A,+2n...(2n—5)4, 
+... +(2n)...3A,_,+ (2n)...1A, 
hinzufügen, wollen wir Y,;, ableiten und dadurch die Allgemeingültigkeit 


von (58.) darthun. Multiplieiren wir zu dem Zweck die Gleichungen (56.) 
bis (59.) beziehungsweise mit den Factoren 


at 2” (2n+2), 2° (2n+2),, —2”°(2n +2), ete. bis 2.(2»+2),, 
und addiren sie, so ist die Summe auf der linken Seite nach (31.), mit 
m—=n+1, 2”+.(2n+2)y.4,. Rechts ist der Coeffiecient von y, 


(59.) 


k=U 


” . mr —. . 1 
= 2”t1( 5 - 2, )-D’@n+2)- 5: = 2n+2. 


Ferner kommt A, zuerst in Y,,;ı vor, worin sein Üoeffiecient (nach 
Multiplieation mit dem betreffenden Factor) 2" (2n+2),.2r(2r—1)...1 
ist, und sein Gesammteoefficient ist 


5 (129 2m + 2y,klk-1)...(k-2r+1) 
k=?2r 


oder nach leichter Umformung und mit k= 2r+h 
2n—?r-+?2 


z (2n+2)...(2n—2r+3) Qt 55 ” rg )-1’(@n-2r+2),- n 


h=VÜ A=2n—?r+1 
= (2n+2)...(2r—2r+3)-(2n—2r+2). 
Somit erhalten wir nach Forthebung des Factors (2r +2) die 
Gleichung 


2, =yı+ & (2n+1)2n...(2n—2r+2)A,; 


dieselbe geht aber auch aus (58.) hervor, wenn darin n+1 statt n gesetzt 


Ww 
Sl 


h: 


W 


ul 


er 
ac 


er 
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wird, letztere ist also allgemein bewiesen. Dividirt man sie durch (2n— 1)! 
so nimmt sie die Form 


9’ —1 Yın a Y, & = A r 
(22-1)! (2n—1)! ' ‚Zi (2n--2r— 1)! 
ın; für a=3 folgt hieraus, dass c, (siehe (55.)) und allgemein, dass über- 


haupt der Üoefficient von [tg wdw in C,,,, verschwindet. 


Aus (54.) folgt nunmehr 
C; un n ‚(w)+4 Tr fıw)+f z fü (w), 


) 


. . . “on 7T . . .,.. . 
worin beide Seiten für © = „, verschwinden, sodass die additive Integrations- 
constante den Werth Null besitzt. 


Jetzt setzen wir in er n=4 und stellen nach (49.) die Gleichungen auf: 


/r une Frälen = ı(tgwf;(w)+w), 


/t (w) gi Itgwfi(w)+w), 
/tiw ) rn I(tgwf(w)+ w), 
[ cos’w m. 

« cos 


Diese Gleichungen multiplieiren wir beziehungsweise mit den 
Factoren 
r A, 4, Be We; 
BI? mr mM 
und addiren; dann ist der Coefficient von w nach der Bezeichnung (44.) 
= —A,, die linke Seite der Summe, (52.) gemäss, gleich S,, und die drei 


. es . nn i 7T . . r x 
ersten Glieder der rechten Seite verschwinden für w = ,, folglich ist die 


additive Integrationsconstante A, und wir erhalten, mit Benutzung der 
ersten (43.): 
A, A, ’ 
= 4 ts owf,(w)+ 11 18 of (w)-+ 51 18 ec f,(w)+ A;y(w). 


Nunmehr ist es klar, wie man in gleicher Weise zu Ü,, 8, ete. 
gelangen und so die Allgemeingültigkeit der Gleichungen (46.) und (47.) 
bestätigen kann. 
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Der Spielraum von ®w reicht in der Regel (vergl. oben den Text nach 


. u - 7T . Ir . . 
Gleichung (37.) und nach Gleichung (35.)) von , bis “, ; nimmt man jedoch 
3 B) 


1 
5x, 50 gelten die Gleichungen 


(46.) und (47.) für alle Werthe von w zwischen 0 und zz mit Einschluss 
der Grenzen und vereinfachen sich, da alle A, verschwinden. 


speciell für die y, die Werthe aus (25.):4,=1, = 


7E 2. .. r 
Setzt man dann w = g; 90 erhält man aus C, nach einigen Um- 


formungen folgende ziemlich rasch convergirende Reihe für 


8 [ | 2 1 

ME +480 11.2.3.4Xx6.7  5.6.7.8Xx10.1 2% 
z 3 1 4 STR 
"9,10.11.2%14.15 %#*  13.14.15.16x18.9 » =" 


Hört man in der Klammer mit dem (k—1)-ten Gliede auf, so ist 
die Abweichung des berechneten Werthes von z vom wahren Werthe ein 
Bruchtheil des Ausdrucks 


15 6 8 
(Ak + 1)522%-5 (14 ar | (FF ,; +1 ) 


6. 
Wir knüpfen nun wieder an die Gleichung 
(23) | b,—b,c+b,2’ + tt = (l—-2r)(D,— Dy+Dy 
\ F+(-D"D,y"”), = (1-2) 
an. Setzen wir 
(61.) Yl-4y=v, 
so ist 


(62.) = 


1l-2r=e, 


also wird aus (23.) 


N 


2m np Kr; 
(63.) > EI ET af 3 (1 Dy. 


Jk- 1 


Nehmen wir nun für y eine beliebige rationale Zahl < 1 an, so 
ist o im allgemeinen irrational, aber o’ rational; daher besteht die linke 
Seite aus einem rationalen und einem irrationalen Theile, auf der rechten 
ist die rationale Summe mit dem irrationalen Faetor o multiplieirt. Folglich 
muss das Rationale links für sich verschwinden, das Irrationale gleich der 
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rechten Seite sein. Ordnet man das Rationale links nach Potenzen von ®’ 
und setzt die Coeffieienten der einzelnen Potenzen gleich Null, so erhält 
man folgende Gleichungen 


b, b, —— ba 
| b,— +++ - + =), 
‘ [ , b. ba, 
b,— (3): > +4), 5 + -(2m—1) 5.5 =, 
64. 5 b i h. ‚ b»,, 
( ) b,— (5); > + (6); 53 ! — (2m— 1), 55m „= ), 
’2 b»,. 
Dam (“ m -— L)a. 2 > —— 0, 





deren erste mit (25.) übereinstimmt. 

Lassen wir nun links den verschwindenden rationalen Theil fort, 
heben die Gleichung durch ve und ordnen dann die linke Seite nach Potenzen 
von Y, so können wir auf diese Weise die D, durch die 5, ausdrücken. Die 
mit einem der letzteren, etwa b,,,, auf der linken Seite multiplieirte Summe 
lautet 

r+1r+l 2 \ u +? | i 

Gab VAR HE I CD FE 1 CF A aha IC HPFET Er ECHNWET mane EEE 
um nun den Coefficienten von y* innerhalb der Klammer zu finden, setzen 
wir zuerst 
—4y=3, v=1+3; 

dann ist der Coefficient E, von #: 

E, = (Maar + (k+ Yılf)ars+(k-+ 2), (Fa sr 
welche Reihe von selbst abbrieht. Man kann dieselbe summiren, denn E, 
lässt sich als Coeffieient von x°**' in der Entwickelung von 


| a Zune 
l+r) (1- | 
( +7) x?) 
nach fallenden Potenzen von x) ansehen. Es ist aber 
’ s I \-@+D (1 + a)" t-1g%+2 RT 1 \-(&+1) 
(l+z) (1--;) — - = T y (l1-+x Li —) 


(2— 1)+1 


also ist E, der Coeffieient von «=* in der Entwiekelung von 


y 


j 
J 


ap 
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das giebt: 
E, = (r—k— 1), +(r-k-1V) 4: (k+ 1), +{r—k— Dis: (k+ 2); 
4 + +(r—k—-1),.1(r—k-1),-.-; 

= (r—k— 1), 1+(r—2k-1),+(r—2k— 1), +. +(r—2k—1),_s.-1}, 

= (r—k— 1), 21, 
Folglich ist der Coeffieient von b,,,y* gleich (- 1)" .I(r—k-1).. 

Variiren wir hierin r von 2k+1 bis 2m—1, so erhalten wir den 
Gesammteoefficienten von y* und somit (—1)'D,; also ist 


(65.) | D, = 4 bay — (k+1), ba,3+(k+ 2); bus (k+3)sbaurs 
++ +(2m—-2—kn_2_dmt: 

So ist also D, linear durch die Grössen b,,;, bis b,, ausgedrückt. 

Aber auf noch ganz andere Art lassen sich die D, durch die 
b, (h=1,2,3 etc.) linear ausdrücken. Zur Vorbereitung bemerken wir 
Folgendes: In der Gleichung (65.) sind die Coeffieienten der 5, nur von 
deren Index abhängig, nicht aber von dem Grade der arithmetischen Reihe, 
deren Differenzreihen mit den 5, beginnen. Man kann also z. B. ohne 
weiteres Gleichung (65.) auch auf die Anfangsglieder der Differenzreihen 
einer Reihe (2m —2)-ten Grades anwenden; es würden dann eben nur von 
selbst die beiden letzten Glieder verschwinden, weil 5,,_, und 5,, Null sind. 


Im 


Wir richten nun unsern Blick auf die Gleichungen (22.) und (24.). rn 


es eine der oben geschilderten gleiche Art der Darstellung der C durch die ( a, 


etwa: 
p +2m 2p 
(66.) C,= 20,0, \ 


Ami 
worin «,, nur von k und A, aber nicht von p abhängig ist, so nimmt damit 
die Gleichung (24.) die Form an: 


2m 


D, = 3 o1,.(Aı +4 a + An); 
hier ist aber die ini: nach (22.), gleich b, also ist 
(67.) D, — = Or b,; 


d.h. wenn die 5, die Anfangsglieder der Differenzreihen einer arithmetischen 
Reihe sind, deren (3+1)-tes Glied die Form (21.) hat, so hängen die D, 


ebenso von den 5b, wie die C von den a (p=1 oder 2 oder 3 ete. 
oder m) ab. 
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\ i pe r . 
Nun habe ich in einer früheren Arbeit”) eine Grösse @G, dureh die 
Gleichung 
k—1 
ö (—1) " (A)-ı.1? (k ungerade, 
= Beh (RD Fe + | 


2.2 


(—-1) °" (k)k-2.2” (k gerade) 





definirt. Setzen wir hierin 2% statt k und 2m statt p, so wird 


2m 


Gy, = 2") k" —(2k),(k—1)”"+ (2 M,(k—2)”" HF + 12), 1” 1. 
Vergleieht man diesen Ausdruck aber mit Gleichung (18.) vor- 
liegenden Aufsatzes, so erkennt man den Zusammenhang 


!m 


(68.) G, = 2" C 


ZT 


p 
In Gleiehung (9.) der erwähnten Arbeit ist aber @,, durch die a,, 
welche dieselbe Bedeutung, wie hier haben, in folgender Art ausgedrückt: 
pP p 


pP p B r ; 1 
(G;, — 2r | da, — (k),a_,+ (k + 1),0,_. e. + (— ai (2 R— 2) 1 a, |. 


/ 
also ist, wenn 2m statt p gesetzt wird, die Klammer gleich C, , und 
demnach (mit +1 statt A): 


ın ?n ’m 


(69.) GC = 4, —-(k+ Da; +(k+2)a,_, + +(- 1) (24),a,. 
Ebenso gilt nun auch, dem Gesagten zufolge, die Gleichung 
(0) D=bn-(k+1),b+(k+2)5b,_,F-- + (NV) (2h),b,. 
Während also in (65.) D, durch b,,,, bis b,, ausgedrückt wurde, wird es 
jetzt durch 5, bis b,,, dargestellt”). Wenn 
2m—2 
k= —, 
e) 
so haben beide Formeln gleich viel Glieder, ist k kleiner als dieser Werth, 
so hat (70.), ist k grösser, so hat (65.) weniger Glieder; die Maximalzahl 


*) Zwei Abhandlungen aus dem Gebiete der Bernoullischen Zahlen, Schriften 
er Physikalisch-ökonom. Ges. zu Königsberg i. Pr. Jahrg. 1502, 2. Abhdl. 

**), Wendet man die Formel für die Entwickelung einer Function von z (hier 
F(@,2m) Gl. (10)) nach einer anderen (hier y= z(1—r)), (siehe Schlömilch, Comp. der 
höheren Analysis, Bd. II, Abhandl. über die höheren Differentialquotienten, Gleichungen 


42.) bis (44.)), zur Bestimmung der €, an, so erhält man eine lineare Combination der 
Ausdrücke (65.) und (70.); woraus man ersieht, dass die benutzte Formel nicht immer 
iie einfachsten Entwickelungscoefficienten liefert. 

Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 3. 3l 
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der bei Anwendung der einen oder anderen Formel nothwendigen Glieder 


ist die grösste in — er I enthaltene ganze Zahl. 


Der Vergleich der rechten Seiten von (65.) und (70.) giebt wieder 
Beziehungen zwischen den b,, z. B. für k=m-1: 


b Gi ba 
ur a 


b.— (m), b„_ı + (m + 1); b„_: + Zi % (2m —2) 


m—1 


Zieht man (65.) von (70.) ab und vergleicht die Form der Gleichung mit 
(30.), so erhält man eine neue Klasse der y,, nämlich*) 


für Ah=1 bis k+1: y, = (-1@k-h+1), 
(71.) „h=k+2 bis 2ktl: =0, 
„ hS26+2: y, = 4(h-k-2),.”) 





Setzt man diese Werthe der y, in die Gleichung (37.) ein, so lässt 
sich der unendliche Theil der Reihe (von = 2%k+2 an) summiren, und wir 
gelangen zu folgender Gleichung 
ch (2k),2 cos w cosw + (2k— 1),2°cos’wcos2w + (2k— 2), 2cos’weosdw 
ar | +++ (k), Ar eos" weos(k+1)w = 2"t'cos"*w, 
welche nun, da auf beiden Seiten endliche stetige Functionen von w stehen, 
für alle Werthe von ®w gilt, und durch deren Differentiation diese entsteht”””): 
( 1.(24),2sin20+2.(2k—1),2’coswsin3w+3.(2k—2), 2’cos’wsindw 
| ++ +(4+1)(b) 2 costwsin (k+2)w = (k+ 1).2**?cos**'osinw. 
Die Substitution der Werthe (71) in die Gleichungen (46.) und (47.) 
würde weitere Reihensummirungen liefern. 


(73.) 


*) Diese dürfen natürlich auch in dem Satze des $4, Anmerkung, sowie in 
Gleichung (31.) zur Verwendung gelangen. 
**) Nimmt man k=Z m, so kommen nur die y, für k=1 bis k+1 in Betracht, 


Im 


weil a, für kh > 2m nicht existiren. 


***) Dje beiden Gleichungen (72.) und (73.) sind nebst anderen verwandten 
Charakters dem Verfasser bereits früher einmal entgegengetreten: siehe den Aufsatz Zur 
Zerlegung in Partialbrüche in den Monatsheften f. Math. u. Phys. IX. Jahrg. S. 1321. 
(Gleichungen (64.) und (63.)) — Aus (72.) lassen sich andere Gleichungen mittels ähn- 
licher Operationen hervorbringen, wie derjenigen, die zur Erzeugung von (41.), (42.) etc. 
aus (37.) angewandt worden. 
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FE 


1, 


ne . Y . . r r . + B 

Die durch die Gleichung (1.) definirten Zahlen a, sind für die 
independente Darstellung der Bernoullischen Zahlen von Bedeutung”); unter 
anderen gilt die Gleichung (s. a. a. O. Gleichung LXIV): 


am 2m 2m 2m Im 


da Ad, A, a, Adım - 
nee - (-1)"B,,; 
2 3 + 4 un 2m+1 ( EN 


den links stehenden Ausdruck erhalten wir, wenn wir die linke Seite der 
Gleichung (11.) oder der Gleichung (15.) mit edx multiplieiren und zwischen 
den Grenzen 0 bis 1 integriren; die rechte Seite ebenso behandelt führt zu: 


ın mi m 


r Y 4, m- dy "4 rn y' Y Dr 
/ z(1-Cy+-- +C,_ıy 2 de = [2(y-€. 5 ++ +C )| 


m—1 
m 


2 1 


0 


re () 


= fg=6 A +... +(- DC | ")dz, 


m—] m 


also erhalten wir (mit Hülfe der Formel (27.) mit k=0): 


1 u er A A \ 
a _ BER... 9m 2, .tf_ y\e-i 
D"B, (58 2 5(4), + 3 1.(6). u m (2m + 1)(2m),/ 
oder 
(75.) (— 1)" B FE BR 1 + 5> (— 1)" Cr_ı L 
m 6 N) k(2k + 1)(2k)ı 
. u k—1 ® A n aan . Iincın a 
Wir betrachten kOk+I)Oh), in zahlentheoretischer Hinsicht. In der 


Gleichung (15.) kommt y nicht mehr in der m-ten Potenz vor, also ist 


C„=0; diese Thatsache bestätigen wir noch durch den Ausdruck (18.) für C,_,, 
der sich auch schreiben lässt 


m 


C, ı 7 4 13" — (2k),(k—1)"+--— (26), (—k+ 1)?” + (—k) | 


*) Siehe meine Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen etc, Berlin, Springer, 


1893, $$ 8, 9, 11. Daselbst finden sich bereits für den Specialwerth 65, = a;,, von ver- 
schiedenen Autoren herrührend, unsere Gleichungen (25.) als LI, ($ 8, S. 60) und die 


erste (28,.) als (9.) des $ Il, (S.83). Noch eine andere Gleichung zwischen den a; 
(LIV, in $ 9, S. 70) muss sich als Folge unserer jetzigen Gleichungen (siehe die Anmerk. 
zu $ 4) erweisen lassen. Hingegen gilt die Gleichung LAIIL,', ($ 11, S. 52, in deren 
letztem Glied (2m)? statt (2m)! zu lesen ist), wie aus der Ableitung zu ersehen, nur für 
m > 1, ist also unseren Gleichungen (25.)—(29.) nicht hinzuzufügen. 


31” 
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Setzen wir hierin k= m+-1, so erhalten wir rechts ein Glied der (2m +2)-ten 
Differenzreihe einer arithmetischen Reihe (2m)-ten Grades; dies hat aber 
den Werth Null. 


Nun führen wir eine Hülfsgrösse ec, vermöge der Gleichung 


m m 


(76.) C,= (2h+2),+1C, 
ein; die Substitution derselben in die Recursionsformel (13.) führt ohne 
Schwierigkeit zu der folgenden: 


mt] 
= (h+ 1)° (©, +6, .) 
oder 
m-+1 
(77.) u =®# (e = 2). 
Setzt man hierin k=m-+1, so folgt, da ec, gleichzeitig mit C, verschwindet, 
ae m 
(78.) = (m+1)'c Cn- 5* 
Nun ist ©, = 1, also nach (76.) 
C, vn 4, 
ferner (siehe (16) € = 2” 4 =4(2°”"”—]), also nach (76.) 
m C yA 2m—?2 PER, | 
a 


d.i. gleich einer ganzen geraden Zahl. Setzt man nun in (77.) successive 
m 


= 2,3,4 ete., so ersieht man daraus, dass alle e, für a 1 ganze Zahlen 
sind, die wir noch genauer charakterisiren wollen. 
Aus (78.) folgt successive 


2 3 m 
(79.) s=2. 553, &,=32..°.0,. (mZ 3); 


m 


jetzt setzen wir in (77.) k=3, so folgt, dass für jeden oberen Index c, 


p 


dureh 3° theilbar ist, oder, wenn wir unter A, ganze Zahlen verstehen, 


lass 
m 


(80.) 0, = 4,3); 
daher folgt aus (77 ) mittels (79.) .. (80.): 


3=# (2.3.2443) = 4.3.4 
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und so, wenn in (77.) k=4 und successive m = 5, 6, .... gesetzt wird, über- 
haupt 


s (81.) = A,.3° 42. 


Nun ist wieder nach (79.) e,=2.3°.4°.5°, und daher, indem in (77. 
und successive m = 5, 6 etc. gesetzt wird 

(82.) = A,3.4.0°; 
in gleicher Art wie die Gleichungen (80.), (81.), (82.) lässt sich jetzt auch 
die allgemeine Gleichung 


m 111 


(83.) u. = .:[8.8.. 0 ZB 
ableiten. Daher ist nach (76. 


= Fo ü ... Com Me ’ (k° » 
(84.) an; A 3 al} 


und auch noch für k =? 


e Ü r 
5. = ganzer Zahl. 
(85.) 5.4), — ganzeı Zahl 
r . . 2 ry\ . . Ü, ] 
Nunmehr untersuchen wir, wie es mit der Theilbarkeit von ,,,,, durch 


2%&+1) steht, und haben dabei drei Fälle von einander zu unterscheiden: 

l. 2%+1 ist eine zusammengesetzte Zahl. 

2. 2k+1 ist eine Primzahl und %k kein T'heiler von m. 

3. 2k+1 ist eine Frimzahl und % ein Theiler von m. 

Ad1. Da 9 die erste ungerade zusammengesetzte Zahl ist, kommt 
nur = 4, also Gleichung (84.), nicht (85.) in Betracht. Wir zerlegen 
2k+1 in zwei gleiche oder ungleiche Factoren a und b = a; dann ist 


ı 





») 


7 ge 
er <<, 
e) h 


a — 3 b 


N 


also ist a ein Factor des einen, b ein soleher des andern der beiden gleichen 
Produete 3.4... (k--1) in (84.), und folglich 


m 


eine ganze Zahl. 
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Ad 2. v. Staudt hat bei Gelegenheit des Beweises seines schönen 
Theorems über die Bernoullischen Zahlen folgenden Satz“) aufgestellt: 


Wenn p eine Primzahl und » eine ganze Zahl, die nicht durch p—1 
getheilt wird, so ist 
Ss, = 1"+2"+3”"+..+p"=0 (mod. p), 
oder auch 
Ss, = 1"+2"+3"+.-.+({p-ND”"=0 (mod. p); 
sei nun 
p = 2k+1, 
so ist 
S, = +24 + Hp Hp k+ "+ +p-D), 
also für n gerade = 2m: 
„= 2(1"+2"+..-.+%4") (mod. p), 
folglich 1°" +2” +... +4” durch 2%+1 theilbar. 
Ferner ist für jedes ganzzahlige r (= 2%) 
(86.) (2k), = (—-1)" (mod. p). 
Beweis. Nach bekanntem Satze ist 
(2k),+(— 1! = min En m 
aber 
(2k—r)! = (p—-2h)(p—-(2k—1))(p-(2k—2))...(p—(r+1)) 
= (—1)(r+1)(r+2)... (2%) (mod. p), 
folglich der Zähler durch p theilbar, und daher auch, da p zu allen Factoren 
des Nenners theilerfremd ist, auch der ganze Bruch, d.h. 


(2k),+(-1)"= 0 (mod.p), 
w. z. b. w. 
Nun ist 


(18.) C, = k" —(2k), (k—- 1)" +(2b),(k— 2)" ++ (— 1) (26), 1”, 
also nach (86.) 
C, 1 K"+(k—1)"+(k—2)°”" + +1" (mod. p) 


und folglich nach dem vorher bewiesenen Satze C,_, durch p theilbar. Nach 


*) S. Vorles. über die Bernoullischen Zahlen, $ 16, obigen Satz in Gleichung (10.), 
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den Gleichungen (84.) und (85.) ist C,_, auch durch k(2k), (k = 2) theilbar, 
folglich ist, da p prim zu k und zu allen Factoren von (2%), ist, wiederum 
va 
k(2k+ 1)C2k): 
eine ganze Zahl. 
Ad3. Da 4 ein Theiler von m, so ist auch 2%=p-—1 ein Theiler 
von 2m, folglich 
=] (mod. p), 


wo a irgend eine der Zahlen Ki: 2, 3,..., k bedeuten kann. Daher ist 
C, =1-@h,+@h),F--- +1" @M),_, (mod. p), 
aber 
2(1-(2k), +. +(- VD" (2),-,)+ Da, = 0, 
also 
2C,_, = (-1)*'(2%), (mod. p), 


oder, wenn im Folgenden «, P, y, d ganze Zahlen bedeuten, 


(87.) 2C,_, = (-1"@h,+ap: 
nach (84.) und (85.) ist aber 

(88.) 20, , = B-2k(2k),, 
folglich 


2. a 

ee 7 

daher «:(2%), wieder eine ganze Zahl y, und 
2Pk=(-1)"+7p= (-1)"+27Kk4y, 

demnach 


y=2kd+(—1)}, 
P=(2k+1)d+(— 1) 
und daher nach (88.): 
1 f (— 1)* 
TEST) ” "ES re vet 
oder endlich 
G-: 


k B \k 
Vrar+ en" NS 


(89.) 
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Schreiben wir nun in (75.) -—l+4-+4 statt — Lt, verstehen unter @ 
eine positive oder negative ganze Zahl und unter a, b,..., 2 diejenigen 
Primzahlen >53, deren um 1 kleinere Nachbarn 2m theilen, so erscheint 
(75.) in der Form 


Be l | 
(0.) (-1)"B, = BETTER T: 


bei dieser berechnungsart erscheint also die m-te Bernoullische Zahl 
sofort, d.h. ohne dass irgend ein Bruch gegen einen anderen fortzuheben wäre, 
in der Form, welche der v. Staudt-Clausensche Satz für sie verlangt. 


8. 
Die Gleichung (23.), auf welcher die weiteren Ausführungen dieser 
Arbeit beruhen, hatte zur Voraussetzung, dass die 5, die Initialen der Differenz- 
reihen einer arithmetischen Reihe sind, deren (3+1)-tes Glied durch die 
Gleichung (21.) gegeben ist. Hier lässt sich Voraussetzung und Folge ver- 
tauschen, d.h. es gilt der Satz: 


2m 
Wenn eine Function 3 (-1)'*"b,x"”" sich in eine andere von der 
k=1 


m—1 
Form (1-22) & (-1)'D,y', worin y= x(1-x), umformen lässt, so sind die 
h=0 


b, die Initialen der Differenzreihen einer arithmetischen Reihe 2m-ten Grades, 
deren (3-+1)-tes Glied eine gerade Funclion von 2 ist. 
Beweis. Die Voraussetzung des Satzes ist, als Gleichung geschrieben, 
äquivalent mit (vergl. Gleiehungen (10.) und hai 
= <". 


(91.) P> te ger 2= 5 (— in ne y=c(l-r) 


h=U 
durch deren nn erstere entsteht. 
Vermöge derselben wollen wir die 5, durch die D, ausdrücken. 
Ördnet man die rechte Seite von (91.) nach Potenzen von x, so überzeugt 
man sich leicht von der Richtigkeit der beiden Gleichungen 





ba-ı = (26-1) | ER FE 
N, 
(92.) 1 D D D 2 
by, = 2 HH 
Da_ı 
+2 Dun 


IN) 


h 
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Ein bestimmtes D, kommt in 5b,, , vor, wenn h zwischen k—?2 und 
2%k—1 liegt und hat darin (innerhalb der Klammer) den Coefficienten 


/ 


1 i ’ 
+1 (R+l)u_;;; dasselbe D, kommt in b,, vor, wenn h zwischen k—2 und 


2% liegt, und hat darin (innerhalb der Klammer) den Üoefficienten 


| 
h j ? ’k r 
h + 1 ( + Ihn 2k+2 3 
beides lässt sich zusammenziehen, indem wir sagen: der Uoeffieient von D, 
- 1 r GR _ SEE N 
in b, ist: hri (h+NMury,„, wenn AH+l Zr 2(h+1). 


Nun ist das (3+1)-te Glied derjenigen arithmetischen Reihe, deren 
Differenzreihen die Initialen 5,, b,,... b,,, haben, 
(93.) u. 1 = b, (2), E b, (2); -+ wi — b (2 


ordnen wir diesen Ausdruck nach den Grössen D,, oder D,:(h+1' 
setzen also 


3 m 1 ” D, 
(94) =, 
h=0 Ir 
so 1st 
2.3 
(95.) F,= 2 r(h+l).arn-r(2)- 


r—ıhı+l1 
Setzen wir hierin 3(z—1),_, statt r(z), und beeinnen die Summation 
\ / \ o 
mitr=1, wodurch nur verschwindende Glieder hinzugefügt werden, so 
erhält F, die Form 
. [(h+VA..(—h+1) , (k+V)h...(—h) z—1  @-—1)...3—2h—1)] 
F, =% \ > I T: .) > + 7 .) .) | 
Iulir. (2h-+-1) Kun, | 1 | h+ 1) 
d.i. nach dem Factoriellensatz 
. (3+h)(z2+h—]1)...(z—h 5’(3° — 1’)(5’ — 2°)... (3’— Rh” 
(96.) F, = PQ I x X > £ > ( m ) = 2 2 J} — : . 
+ Bis. (2h+]1) lee (2h+1) 
und somit nach (94.) 
97. Ei BE 
97.) a 1.2...2+1) 
das ist aber eine gerade Function von z, und somit der Beweis geführt. 
Die Voraussetzung des Satzes trifft bei den Bernoullischen Functionen 
o 
zu. Setzen wir mit Hermite, unter p eine positive ganze Zahl verstehend 
xzP B. ae N B, u 
(98.) AO) a ar a € DEZ ld 25 zum a 
so ist bekanntlich 
PR \p+1 
S,(1—-z2) = (-1)P*'"S,(z), 
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also für = 2m-—1: 


Sn-1(€) = Sn(1-8) =) Su.) +S.-(1-e) | = 4 FA, (a + 1-2)”), 


_ 


wo die » positive ganze Zahlen und die A, Constanten sind; wird aber 


u — 
_— 


vol 


-u, l1-2e=1+u, y=aı(ll-r)=4-uw 
gesetzt, So Ist 

(a +1-2) = YA HTRHR 
also I(2"+(1—x)") und daher auch S,,_,(x) nach Potenzen von y ent- 
wickelbar. Nun lässt sich $S,,_,(x) nach Gleichung (98.) bei umgekehrter 
Anordnung leicht in die Form bringen: 





2 4 
VS) = (Am-1),B.15— (2m—1)B, 2% + 
(90, 
; | —1 a > FOR 1); B Br. 1)" ‚20 ur l grm—1 + 5 1)“ un 
en An . iz 37 er 3 A 1° 


Vergleicht man nun die rechte Seite dieser Gleichung, welche sich 
also nach Potenzen von y entwickeln lässt, mit der linken Seite von (91.), 
so findet man leicht die Werthe 


en far hei bi ) 
Re j ür h=1 bis m—1, 
(100.) bu = (-V'Zm-1)u-ıBu-ı 
. / n-ı 2m— 1 un 
ee rue 





Diese Werthe dürfen also in alle für die b, aufgestellten Gleichungen 
(29.), (26.), (28.), (29.), (71.) eingesetzt werden, wodurch eine Anzahl von 
teeursionsformeln für die Bernoullischen Zahlen geliefert wird, von denen ein 
Theil mit den bekannten zusammenfällt (wobei schliesslich immer m statt 
m-] zu setzen ist), »>o führt (25.) auf V. 8. 12, (26.) auf I. S.7, die 
erste (28°) auf Il. 5.8, (71) mit k=m auf die erste Seydelsche, XXV. 
S. 35, (71). mit k=m-—1 auf eine von mir angegebene, XXXII. S. 39 der 
„Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen“ 

Manche der neuen Formeln, worunter sich auch mittels der Werthe 
y, aus (71.) verkürzte Recursionsformeln verschiedener Art befinden, haben 
ein ganz gefälliges Ansehen; wir gehen jedoch nicht näher auf sie ein, es 
genüge, auf ein neues Prineip zur Bildung solcher Formeln hingewiesen zu 


haben. 














Ueber die kleinste Kugel, die eine räumliche Figur 
einschliesst. 


(Von Herrn Heinrich Jung in Rinteln a. d. Weser. 


Im Folgenden sollen zwei Aufgaben der Geometrie des »-dimensionalen 
Raumes behandelt werden. Für den zwei- und drei-dimensionalen Raum 
lassen sich die Aufgaben rein geometrisch lösen, worauf hier aber nicht 
eingegangen werden soll. 

Wir werden uns im Folgenden der einfacheren Ausdrucksweise wegen 
öfter der geometrischen Sprache bedienen. Dieser entspricht zwar für n >53 
keine Anschauung mehr, sie ist aber doch nach Analogie der einfacheren 
Fälle verständlich und kann immer durch diese einfacheren Fälle (n = 3 


als Beispiel erläutert werden. 


I. 


Zunächst betrachten wir folgende Aufgabe: 


Es seien in einem a-dimensionalen Raume « (>> 1) Punkte gegeben. 
Es soll eine (a—1) dimensionale Kugel von möglichst kleinem Halbmesser 
bestimmt werden, sodass keiner der gegebenen Punkte ausserhalb der 
Kugel liegt. 

Die gegebenen « Punkte seien p,, «... P.; p. habe in Bezug auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem die Coordinaten x{”,..., x”. Es sei ferner 
p irgend ein im Endlichen liegender Punkt mit den Coordinaten a,..... a,. 


Unter den Entfernuneen pp, («e=]1..... w), die alle endlich sind, ist jeden- 
- PPa \ , 


falls eine, die nicht kleiner ist als alle anderen. Diese wollen wir mit 
r(@,, ..., a,) oder kürzer mit r(p) bezeichnen. Ausserhalb einer um p mit 
r(p) beschriebenen Kugel liegt dann keiner der gegebenen Punkte, r(p) ist 


7,7% 
32 
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für jeden endlichen Punkt p vollkommen eindeutig bestimmt und eine stetige 
Function des Punktes p oder der Coordinaten a,,...., a, dieses Punktes. 


Unsere Aufgabe besteht nun darin, den oder die Punkte‘ p zu be- 
stimmen, für die r(p) ein Minimum wird. 

Wir wollen zunächst zeigen, dass immer ein und nur ein absolutes 
Minimum existirt, dann, dass kein relatives Minimum vorhanden ist, und 
endlich eine Methode herleiten, nach der man immer die Lösung finden kann. 


Um die Existenz eines absoluten Minimums nachzuweisen, benutzen 
wir eine Schlussweise von Weierstras. Für irgend einen im Endlichen 
liegenden Punkt p, nehme r{p) den Werth r(p,)=r, an. Dann kann man, 
da r(p) unendlich wird, wenn p in irgend einer Richtung ins Unendliche 
rückt, oder — anders ausgedrückt — wenn auch nur eine der Coordinaten 
von p unendlich wird, ein ganz im Endlichen liegendes Gebiet @ für den 
Punkt p oder die » Veränderlichen a,,..., a, so bestimmen, dass ausserhalb 
und auf der Grenze von @ immer r(p) > nr, ist. Man kann z. B. festsetzen, 
dass die absoluten Beträge der Öoordinaten von p alle kleiner sein sollen 
als eine hinreichend gross gewählte Grösse A. 

Da «u>>1 sein soll, so wird r(p) an keiner Stelle des Gebietes @ 
der n Veränderlichen a,,...,a, Null oder auch nur beliebig klein, und da es 
immer positiv ist, so giebt es eine positive von Null verschiedene untere 
Grenze der Functionenwerthe von r(p). Diese sei R. Zu jeder Stelle p 
im Gebiete @ gehört ein endlicher bestimmter Werth r(p). Es sind also 
im Gebiete der a+1 Grössen r, a,, ..., a, unendlich viele Stellen definirt. 
Unter diesen giebt es solche, bei denen r der Grösse R beliebig nahe 
kommt. Also giebt es mindestens eine Stelle AR, a{”, ..., a” von der Art, 
dass in beliebiger Nähe von ihr beliebig viele von den definirten Stellen 
liegen (Satz von Weierstrass). Dann muss aber die Stelle af”, ..., a” im 
Innern von @ liegen. Denn läge sie auf der Grenze, so könnte man (nach 
der Definition von @) eine Umgebung dieser Stelle bestimmen, sodass für 
alle Stellen dieser Umgebung r um eine endliche Grösse grösser wäre als r,. 
also R nicht beliebig nahe kommen könnte, da R<Sr, Da aber r(p) in 
G eine stetige Function ist, so folgt, dass ist 


r(a”, ..„a)=R. 


Die untere Grenze R wird also für einen Punkt in @ angenommen, d.h. es 
giebt mindestens eine Lösung unserer Aufgabe. 
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nz 


Wir zeigen nun, dass nur ein absolutes Minimum vorhanden sein kann, 
Es seien p' und p” zwei verschiedene Punkte und es sei 


r(p)=r(p)=R. 
Dann müssen alle Punkte p, (@e=1,..., #) innerhalb der um p’ und p” mit 
dem Halbmesser R beschriebenen Kugeln oder auf ihrer Oberfläche liegen, 
also innerhalb des diesen Kugeln gemeinsamen Stückes oder auf der Grenze 
dieses Stückes. Hieraus folgt für a„=2 und n=3 sofort aus der An- 
schauung, dass für den Mittelpunkt p“” von pp" r(p"”) <R wäre. Das- 
selbe gilt allgemein, wie wir jetzt zeigen wollen. p’ und p” mögen die 
Coordinaten @,,....a, und a,,...,a, haben. p“ hat dann die Coordinaten 
a,+aı an + An 
> 


‚45 + Nun ist nach der Definition der Function r(p) 


_ 


(a9 -a Zr(p)Z R., 


ll 


ame], cu ib, 


n ca i i 
E;:(a"-a) Zr(p)ZR 
1 


> 





Ferner ist identisch 


n (a) a‘ 4 a; 2 n n (a) 
R) a 5) Aa ı\?2 . Aa II\?2 
Si zT; Tune 5 ) — 4 PC; I—q;) 1 I Se 46, ) 


n 
rn a 9; [ 
4 = ‚a 


N SıRH+ıR-12(-e®<R 


a) 
— | 


-NM: 


(a=1,...,u). 
Es wäre also 
r(pÜ)<AR, 

was nicht möglich ist. Es giebt nur eine Lösung. 

Wir wollen nun zeigen, dass r(p) an keiner Stelle ein relatives 
Minimum haben kann. 2 

Es sei p, mit den Ooordinaten a‘ ...,a‘ die gesuchte Stelle und es sei 
also r(p,) = R. Ferner sei p mit den Coordinaten a,,...., a, irgend eine andere 
Stelle. Wir haben zu zeigen, dass in beliebiger Nähe von p Stellen p’ vor- 
handen sind, sodass r(p)<<r(p) wird. Es ist r(p)=R<r(p). Wenn 
wir also p auf der Geraden pp, sich von p aus fortbewegen lassen, so wird 
r(p) sicher einmal kleiner werden als es im Anfang war. Wir wollen 
zeigen, dass r(p) von Anfang an abnimmt. Die Coordinaten der Punkte p’ 


auf der Geraden pp, Können wir darstellen in der Form 


a, = a,+(al’—a;)u, Gelaım), 


oder 


= a,—b;u 
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wenn wir zur Abkürzung setzen 
ad, — a; j b;, 
wobei a eine reelle Variable bedeutet. Nun ist nach der Definition von r 





Fu) SR, 
2 ee “wi... 
<i (2! — a,)' Bf r'(p) 


Es sei etwa 
2; (2! —-a)’=r(p) für a = Py.,Pßı 


<r(p) für a = Pay: „Pu 
Wir bilden nun 


n n n n 
a) 0. ı\2 a) [7 2 > [7 2 u 29 
Hieraus folgt, dass wir zunächst eine positive Grösse Ö so bestimmen 


können, dass für «= Py,1...P, Fi (@!”—a,)' kleiner als r’(p) bleibt, wenn 
N 





0 ist. Ferner folgt aus 


>, (2) — a)’ nun y, (2 —a,+b,) A y, (2) —4a,) + 2 y, b,(x® —4,;) 
1 1 l 1 


u 


rau <R, 
für a = Bu... Ba 


2 Eıb,(e-a) Z R’-r(p)— Zi} < 0. 
1 1 


Man kann demnach für & = f},...,?, eine positive Grösse e so be- 
stimmen, dass 


n n 
2u 2: b,(2”’— a) + w Sıb;, 
1 
dasselbe Vorzeichen wie —« hat, wenn |v!<<e ist. Wählen wir dann eine 
(srösse ©, So, dass 
O<w<e und u<d 
und setzen 


! 


da; = MU: — 


ı 


b,u, (i ==], 48); 
so wird 
S.(&"—-a) <r(p) für ae Pı,., Pr; 
l 


also 


r(p)=r(a,:..,G, 7 r(p); 
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und da «, beliebig klein angenommen werden kann, so kann man dafür 
sorgen, dass a,,...,a, in beliebiger Nähe von p liegt. Damit ist bewiesen, 
lass kein relatives Minimum existiren kann. 
Wir gehen nun dazu über, eine Methode zur Bestimmung des Punktes 
p, mit den Coordinaten a‘”,...,a‘’ und des Halbmessers R aufzusuchen. 
Es ist 


Fa? - a} = R’ wen 
: 
es sei etwa 
Si(@® a) = R’ e 
l 
el y (a=a,11pesA,): 
Für jeden Punkt p, der von p, verschieden ist, ist r(p) > R. Nach 


dem bis jetzt Bewiesenen genügt es zur eindeutigen Charakterisirung von p,, 
dass für alle Punkte in beliebig kleiner Umgebung von p, r(p)> R=r(p,) 
ist. Die Coordinaten irgend eines Punktes p der Umgebung von p, können 
wir in der Form darstellen 
a=a”+ub, (ea, 

wo || alle Werthe von O0 bis zu einer oberen Grenze «, annehmen kann 
und die Grössen b, alle möglichen endlichen reellen Werthe annehmen 
können. Für einen Punkt p mit den Coordinaten a,,...,a, ist r’(p) gleich 
dem grössten der Werthe 


nl N 
. (ı 2 Y 0. ) \2 
2: (0 —q,) = Fi (rl —-aj”’—ub,)”. 
1 


Soll dieser nun nicht kleiner als R werden können durch geeignete Wahl 
von a bei bestimmten Werthen der 5, so dürfen für e=o,,..., @, die 
Summen 


n 
3ib,(a” — al”) 
1 


ia’, 


nicht alle dasselbe Zeichen haben. Dies beweist man leicht durch ähnliche 
Betrachtungen, wie wir sie bei dem Beweise von der Unmögliehkeit eines 
relativen Minimums angestellt haben. Es darf also keine lineare in den 
Grössen 2,—a} homogene Function der Grössen &,,...,0, h(z,...,0,) geben 
der Art, dass h(x|®,...,eı”) = h(p,) >0 (oder <O) für «= «,,.. 
folgt nebenbei, dass » > 1 sein muss.) Geometrisch gesprochen heisst das: 
Ks dürfen nicht alle Punkte, die auf der Oberfläche der gesuchten Ku 


.,a,. (Daraus 


el 


r 
OD 
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liegen, auf einer Seite eines durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden 
ebenen Raumes liegen. Das ist für a=2 und »a=3 auch durch die An- 
schauung klar. Für den Fall a=3 folgt hieraus auch aus der Anschauung, 
dass die Punkte p,, die auf der gesuchten Kugel liegen, nicht in einer 
Ebene liegen können, wenn diese Ebene nicht durch den Mittelpunkt p, der 
Kugel geht. Analoges gilt für a=2 und auch im allgemeinen Fall, wie 
wir jetzt zeigen wollen. Es sei g(z,,...,x,) eine lineare Function von 
2, T,, also g = 0 die Gleichung eines ebenen (a —1)) dimensionalen Raumes 
und es sei 


9 (P.) ne 0 (.=01,..,0,); 


dann muss auch g(p,) = (0 sein; denn sonst wäre 


9(pP)—g(pı) = g(&ı, ..-, 2.) — g(al”,..., a 


eine Function, welche die Eigenschaften der Function h (p)=h (z,, ..., x,) hätte. 
Wir können nun ein Gleichungssystem von n+1 Gleichungen für unsere 
n-+-1 Unbekannten aufstellen. Zunächst bestehen die in den Grössen 


n 
RE <i (a — R’ linearen » Gleichungen 


n n N 
Zu a? —R? = Zu’ R’- 2a, 2a, + Lila) = 0 
l ) 
(@ = Aı,..., @y) 


Von diesen Gleichungen seien g-+1 linear unabhängig und die Be- 
zeichnung sei so gewählt, dass die ersten o+1 linear unabhängig sind. 
Dann ist die Matrix 


vom Range o+1. Und es giebt a—o und nur n—o lineare, linear von 
einander unabhängige Functionen der Grössen &,,...,, 


9;(P) => 9:8; .... c,) == buatb4%ı+..+b;, LT, (47 =1,..,n—0), 
sodass 
9:(P.) au 0 (=1,.,n—0,; a=0,.,Q,) 


Es ist dann nothwendig, wie wir sahen 


9;(pu) = 0 B= 1.00). 
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Wir haben also jetzt folgende a+1 in den z»-+1 Unbekannten 


\2 


(a —R’, a),...,a” lineare Gleichungen 


n HK 
(a — R’— 2a!” 2 —.--— 2a” 2) = — 8, (rl 
l 


a rn de 
(a.) | 


a)’ b;, 4 ... r a‘ ’b,, — Din. 





| Bel..i-e. 

Diese Gleichungen sind von einander linear unabhängig, wie wir 
jetzt zeigen wollen. Die Determinante der Gleichungen ist im wesentlichen 
identisch mit der Determinante 


A 


1 2° t ı) ... a(*o +1) 


Bikaiaa se 


0b a 


n—ol)Y * *® n— on 
n „ 


Wir haben nachzuweisen, dass H von Null verschieden ist. Es sei 
H=%0. Dann könnte man nieht sämmtlich verschwindende Constanten 
hy», Ay, So bestimmen, dass 


Atkte td: _ 0, 
| . r a 7 a ) 7 N 9 
(b.) | Kati, el o-+1 +%,4208, + +4 u pi m () 
(l,...,n). 
Multiplieiren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit b,,. b., u. s. w. 


und addiren dann, so folgt, wenn man setzt 


n 
C5 u. <=; b,;b ee“ C; y 
\ ” 7 i y £ 
),9;(p.)+ + h,4193(Pa,,1) + Ara tt Aura, = 0 


oder zufolge der Definition der Funetionen g; 


A, } Cat A.+3 Ca+',+ A, N 1 Can - ou 07 


Nun kann nieht sein 


- 


or. = ho+3 — te. ZZ An+1 . 0, 


weil dann nach den Gleichungen (b.) die Matrix der ersten e+1 Horizontal- 
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reihen von M nicht den Rang o+1 hätte. Es muss also sein 


PTR. \; —— 
A — | + C,ı Cy3, oe Con — (), 


Sind nun Y1,...,7.-, Itgend n—o verschiedene der Zahlen von 1 bis » und 
setzen wir 


B.=2+b.D5.....b 


7 lyı © ®ya Nn—p /n—n 


so wird 
d=2,„P;, 


wo die Summation über alle Combinationen (y) zu erstrecken ist. Soll also 
IS=0 sein, so müssen alle Determinanten DB, =0 sein. Das ist aber nicht 
möglich, da dann die Funetionen g;(p) linear von einander abhängig wären. 
Also ist H nieht Null und aus den Gleichungen (a.) lassen sich die Grössen 
R,a‘’,...,a‘) eindeutig bestimmen. 


U 


Um nun die Grössen af”, ..., a”, R zu bestimmen, kann man demnach 


folgendermassen verfahren. 

Man stelle alle möglichen Gleichungssysteme von der Form (a.) auf. 
Die Anzahl derselben ist endlich. Aus jedem dieser Gleichungssysteme 
folgt ein Werthsystem a) ’,...,a/’, R. Eins von ihnen muss das gesuchte 
sein. Um es zu bestimmen, berechne man die Grössen r (a”,...,al) für jede 
der bestimmten Stellen. Die Stelle, für die dieser Werth am kleinsten 
wird, ist die gesuchte. 


Man kann auch noch auf eine andere Art bestimmen, welches der 
auf die angegebene Art und Weise gefundenen Grössensysteme das gesuchte 
ist. Ist dies nämlich etwa al”,...,a’, R, so unterscheidet es sich von 


den anderen dadurch, dass es nieht möglich ist, Constante b,,...,b, so zu 


bestimmen, dass 3; b,(2/”—a/”)>0 wird für alle Werthe von «, für die 
1 


>; —a’” = R’ ist. Es handelt sich noch darum, ein Kriterium dafür 


l 

anzugeben, ob man die Grössen 5b, in der angegebenen Weise bestimmen 
kann oder nieht. Wir wollen für einen besonderen Fall dafür ein Kriterium 
ableiten. Wir werden es im zweiten Theil verwenden. Die Grössen 
R,a,)',....a,' mögen durch die Gleichungen (a.) auf Seite 247 bestimmt 
sein. Wir setzen hier aber voraus, dass der Rang der Matrix M auf Seite 246 
gleich v sei, dass also die » auf der gesuchten Kugel liegenden Punkte 
nicht in einem ebenen Raume niedrigerer Dimension liegen, als bei 
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allgemeiner Lage der Punkte möglich ist. Dann ist v=o+1 und also 


n 


3; (2!”—-a)”)= R 


5 l 
R 
Wir setzen zur Abkürzung 
er — =” 
und betrachten die Determinante 
Eu 
Iiwven.. ea |. a 


Ft 
I 


wo die Grössen b,,; dieselbe Bedeutung haben wie früher. Diese Determinante 
hat denselben Werth wie die Determinante A auf Seite 247. Sie ist also 
von Null verschieden. Die Unterdeterminanten von @ nach der ersten 
Colonne seien @,, @,,...,@,;ı. Es ist dann 


G=G+%+..+G,.- 


I ve. 

Addiren wir nun die mit 5,, multiplieirte zweite Colonne, ferner die mit 
b;, multiplieirte dritte Colonne u. s. w. zur ersten, so ändert @ seinen Werth 
nicht. Entwiekeln wir also nach dieser Umformung nach Unterdeterminanten 


der ersten Colonne, so erhalten wir, wenn wir wieder e,; = S;b,b.= ec. 
setzen, 
( = (1, + + ++G;+ (r, Ebay’ + +04uG@,.. ++ ec; ‚Gr 


l 
Da nun G = G+@+:'+-+@,,, und da ferner nach der Definition der 
(arössen b,; 


n 
2. Mann... 


und ?=1,...,0n—-0, 
so folgt 
Czı G,+: + ar + Can -Q (7, > V 
für P == ], .., B—P. 
Da aber die Determinante I+e,C.»...C,_,._, nieht Null ist, wie 
wir schon sahen, so folgt 
G,4: — G, 43 N G.; a 0. 










250 Jung, über die kleinste Kugel, die eine räumliche Figur einschliesst. 


Wir wollen hierfür noch einen anderen Beweis geben. Wenn man 
in @ die 4-te Horizontalreihe durch die Reihe 
1, u -af”, ..., 2,— a 


ersetzt, so entsteht eine lineare Function der Grössen x&,,..., z,. Sie heisse 


G,(&,..,2,)=G;(p). Ist nun A>e+l, so gelten folgende Gleichungen 


G,(p.)=0; A=0+2,.„n+l;a=a,..., 0,4), 
dann muss aber nach Früherem sein 
G,(p) = 0 = 04, ...n+1) 
d.h. aber, da allgemein für A=1,..,n+1 G,(p,) = @, ist, es ist 
G,43 ni G +3 u Gyr =. 


Wir wollen nun annehmen, es sei möglich, eine lineare in den 
Grössen z,—aj ’ homogene Funetion der Grössen &,,...2, 9(&,..,2.)=g(p) 
so zu bestimmen, dass 

9(Pp.) En 0; (0 — Oye.y or): 
Da identisch 


GP) + Gr glPa)t+ + glPa, = d 
so folgt, dass die Grössen @,, ..., @,,, nicht alle dasselbe Zeichen haben 
können. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend dafür, dass man 
die Funetion g in der angegebenen Weise bestimmen kann. Denn wenn 
die Determinanten @,,..., @,;, nicht alle dasselbe Zeichen haben, so hat 
eine von ihnen, etwa @,, das entgegengesetzte Zeichen wie @. Dann 
brauchen wir aber nur zu setzen 
(pP) = ta - GM), 

je nach dem Vorzeichen von @,. Denn dies ist eine lineare, in den Grössen 
x©,--a; ’ homogene Function der Grössen &,, ..., 2,, und ferner ist 


9p)=F6, Be ne, 
9(P,,) “ +(G—-G,), 
also bei geeigneter Wahl des Zeichens 
9(p.) >0 für «= a, 0%, ..., Aayı- 
Damit man also umgekehrt keine Funetion der Art wie die Function y 
bestimmen kann, ist nothwendig und hinreichend, dass die Unterdeterminanten 


G,,.... @,,, alle dasselbe Zeichen haben. 
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(Geometrisch bedeutet das Kriterium Folgendes: Die Gleichung 
G(p) =) 
bedeutet für 2=1,...,o+1 die Gleichung eines ebenen Raumes, der durch 


die Punkte p,, +. Pa, 


, mit Ausnahme des Punktes p,, hindurchgeht. Nun 


wird G(p)=@, und G,(p,)=@. Haben aber die Unterdeterminanten 
Gy... @,;; alle dasselbe Zeichen, so hatt G@=G,+:--+G,,, auch dies 
Zeichen. Unser Kriterium sagt also aus, dass die Punkte p, und p,, auf 
derselben Seite des ebenen Raumes G, = 0 liegen müssen und zwar für 


eh. er. 
ll. 


Wir betrachten nun folgende Aufgabe. 

Wenn in irgend einem Raume « Punkte gegeben sind, so nennen 
wir die Entfernung zweier Punkte, die nieht kleiner ist als die Entfernung 
zweier anderer Punkte der gegebenen Punkte, Durchmesser des gegebenen 
Punktsystems. Es soll nun der Halbmesser einer möglichst kleinen (n—1' 
dimensionalen Kugel bestimmt werden, in die man alle Punktsysteme vom 
Durchmesser Eins eines »-dimensionalen Raumes hineinlegen kann. 

Das Punktsystem von « Punkten, das wir im ersten Theile betrachtet 
haben, habe den Durchmesser eins. Die Coordinaten dieser Punkte mögen 
also den Bedingungen genügen 


” Yin 
(1.) >: (2) — r! 2% 


1 (a,0= 


| N\ 


Wir haben gefunden, dass man eine (a—1)-dimensionale Kugel be- 
stimmen kann von möglichst kleinem Halbmesser, welche die « Punkte um- 
schliesst. Der Mittelpunkt dieser Kugel sei p, mit den Coordinaten a‘ ,....a, 
und der Halbmesser ?. Wir wollen zunächst nur solche Punktsysteme 
betrachten, bei denen die gegebenen Punkte allgemein liegen, also nicht 
mehr in einem ebenen Raume liegen, als bei allgemeiner Lage möglich 
ist und auch nicht mehr auf einer Kugel. Von dieser Beschränkung werden 
wir uns später wieder frei machen. Wenn die Bedingung (1.) gilt. so kann 
man erwarten, dass, wie auch sonst die « Punkte p, gewählt werden, eine 
obere Grenze für AR existirt. Und diese Vermuthung bestätigt sich. Ist 
diese obere Grenze y und K der gesuchte Halbmesser, so ist jedenfalls 
K=y. Gelingt es dann ein specielles Punktsystem so zu bestimmen, dass 
die kleinste Kugel, die es einschliesst, den Halbmesser y hat, so muss AK = 


ar 
# 
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sein. Wir werden also zunächst eine obere Grenze y ableiten und dann 
ein specielles Punktsystem aufsuchen, bei dem der Radius der kleinsten 
Kugel, die es einschliesst, gleich y ist. Zum Schluss werden wir das 
Resultut noch etwas verallgemeinern. 

Um eine obere Grenze für R abzuleiten, betrachten wir weiter das 
System der « Punkte p, unter der Voraussetzung (1.) und benutzen die 
Bezeichnungen des ersten Theils; nur wollen wir für «,,..., @,,, einfacher 
l,..,„o-+1 setzen. 

Betrachten wir nun die Determinante 

U 
1 ylerd, 2. gie” 
En #0 


( 
>> 


0 FERN 2 N b 


Wir setzen zur Abkürzung 


n—on 


n Pr 
hu; u zi yay? — hz. (a, fr) En o+1), 
dann ist identisch nach bekannten Determinantensätzen 
hzı (7, 7 ha; Gr; + Ag + h;, + G,+ı —. 0 (F=1,.,0+1), 
daraus folgt, dass auch identisch 


(hıtkat-+hrn)@ıt 

+ (hut ar +h, H1o4 ı) G + =. 
Bei der angenommenen allgemeinen Lage der Punkte p, haben aber, wie 
wir früher sahen, die Determinanten @,, ..., @,,, alle dasselbe Zeichen. 


i - E— r a 1 
Daraus folgt, dass mindestens eine der Grössen h, , Kleiner sein muss als — E h.. 


1 . . .. .. 
oder als = h;,; oder gleich diesen Grössen. Denn sonst wären alle Summen 


Zi h;. ._ 0 (@=1,.. 0+1). 
1 
Es sei 
1 
h, 7 Fr na h, a* 
3 pn 0 L 
Nun ist 


h.. = S: (yi®)? u R, 
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also 
R’ 


0 


- 


h 


a 
« 
2 MEER 
* — 


Weiter ist aber nach der Bedingung (1.) 


n 
y 7 F7)\2 P (A)N?2 © ) 4 I 
Su ’ en Su” Y; e) = 2R — 22h, —" 1 
Also wird 
2R’+ —; 
0 
oder 
- 0 
R= —e 
o * . 
Der Ausdruck 5, wächst mit wachsendem go, was man sofort 
zvy ri) 
. \ . l | 
sieht, wenn man ihn in der Form ;— ,, darstellt. oe kann aber 
; -\0 [5 J 
höchstens gleich rn sein. Also folgt 
_ „n 
R< | 
— 2(n +] 


Die so für R gefundene obere Grenze ist nun vollkommen unabhängig von 
der Wahl der « Punkte p,, wenn nur die Bedingung (1.) gilt und die Punkte 
keine specielle Lage zu einander haben. 

n N 


Wir können also 4 = setzen und es ist K << 
/ \saxi "ns = 5%: 1 


Wir haben nun zuzusehen, ob man nicht ein Punktsystem vom Durch- 
messer Eins so bestimmen kann, dass der Radius der kleinsten Kugel, die 
n 


es umschliesst, gerade gleich | ;- - ist. 
Z(n-+]1) 
Wir haben gesehen, dass die zu dem Punktsystem der « Punkte p 


gehörende Grösse R der Ungleichheit genügt 


. / N . . I 
also nur gleich V >n+1) werden kann, wenn o=n ist. Die Anzahl der 
(nr 


auf der um p, mit dem Halbmesser R beschriebenen Kugel liegenden Punkte 
muss also gleich a+1 sein. Da die innerhalb der Kugel liegenden Punkte 
p. zur Bestimmung der Kugel nicht beitragen, so genügt es für unseren 
Versuch, die Punkte p, passend zu bestimmen, @«=n+1 zu nehmen. Die 
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Coordinaten dieser »-+1 Punkte seien 


a”) 


(a). z. 
eo „EEE 7 2 Bee 5729 
Diese Coordinaten müssen nun, wenn wir wieder die frühere Bezeichnung 


anwenden, den Gleichungen genügen 


n . n n 
h m ; y(”) u ; 9) _ a”) , = - (.a=1,..,r%+1). 
aa = (Yı ) S( i v ) 2(n+ 1) n +1) 
Ferner muss sein 
m. fake (FI? Due) _ RN? 5) n < 
Ss; (z; on ) v Sy Y ) zu h.uthzs—2h,s u 2h,; Ei 5; 
1 1 n-+1 ’ 
also 
—N; 8 = - h,, = . h >. 
“= 2(n-+]1) Rn n #7 
Daraus folgt noch 
n—+1 


>: h,; >. 0, 
1 


Endlieh müssen noch die Unterdeterminanten nach der ersten Colonne 
der Determinante 
U SARREREURE 
NE le A 
ydy” 
G,y..., @,,, alle dasselbe Zeichen haben. Daraus folgt, da identisch 


n+1 n-+1 
(1, ’ B h,; + ne. + Gun Zi hun . 0 
1 1 
n-+1 


+1 er 4 . re — } 
und da 3; h, ZZ 0 ist, dass I; h,=0 sein muss und daraus, dass für «= / 
1 en 1 


1 l 
= n ha = 2(n-+1) 
ist, da ja auf jeden Fall 
2’ 
— Ns > —Noa 
ET N 


ist. Also ist für « ZP 
Sa” — a) = 1. 
1 
Wir haben also »-+1 Punkte p, so zu bestimmen, dass jede der 


Entfernungen p,p; = 1 wird. Für a=2 hätten wir drei Punkte in einer 
Ebene so zu bestimmen, dass die Entfernung je zweier gleich 1 ist. Wir 


erhalten so die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlänge 
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Eins. Für a=3 erhalten wir die 4 Eekpunkte eines regulären Teetraeders 
mit der Kantenlänge Eins. Die Coordinaten der »+1 Punkte im allgemeinen 
Fall kann man nun so bestimmen. Wir setzen 


u. Ychs "m Va33: a Fi. un 1 Sala 1) 
Dann werden die Coordinaten der z-+1 Punkte p, 
TER m Ku re 0 
aus. 2 Se ( 
EEE FE 0 
Wi me Eee 0 
ea 5 a... a+l)e,: 


Dass man durch diese Annahme allen Bedingungen genügt, kann man durch 
den Schluss von » auf »+1 leicht beweisen, und es folgt also, dass der 
gesuchte Halbmesser X =y= Ya ) ist. 

Wir wollen uns nun von der beschränkenden Voraussetzung über die 
Lage der einzelnen Punkte der zu betrachtenden Punktsysteme frei machen. 
Es habe also ein Punktsystem mit dem Durchmesser Eins eine solche 
specielle Lage, wie wir sie ausgeschlossen hatten. Die zu diesem System 
eehörende kleinste es einschliessende Kugel habe den Halbmesser R,. Nun 
kann man durch beliebig kleine Aenderungen der Coordinaten erreichen, 
dass die Punkte unseres Systems eine allgemeine Lage haben. Dadurch 
möge R, in R,+ 0 übergehen. Dann kann man d beliebig klein annehmen. 
Ks wird nun aber 


ur: An 
R+o=| 2(n+1)' 
Da 0 beliebig klein werden kann und weder R, noch | ,, F „_ von d ab- 
Z(n-+I1) 


l 


hängen, so folgt 
ev n 
RS loarı) 

Also gelten bei specieller Lage der Punkte dieselben Schlüsse wie 
bei allgemeiner und die gemachte Beschränkung kann fallen gelassen 
werden. 

Wir können aber unser Resultat noch mehr verallgemeinern. Es 
seien im Gebiete der » Grössen z,,...,xz, irgend welche Stellen definirt. 
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! 


Es können auch unendlich viele sein, jedoch so, dass, wenn &\,...,. 
%ı,...,%, irgend zwei der definirten Stellen sind, 


(ee? <1 
< 


ist. Wenn nun & eine beliebig kleine positive Grösse ist, so kann man 
immer eine endliche Anzahl, etwa u Stellen =*,...,e” («a=1,..., u 


- > ee . . 
finden, sodass 1) I; (2/9 --a'”)’ < 1 wird und dass 2), wenn &/,..., x), irgenl 
—- 


n 
eine der definirten Stellen ist, mindestens eine der Summen F; (2 — x) 
| 


kleiner als & ist. 
Nun giebt es aber immer wenigstens eine Stelle @,,...,a,, sodass 


n E 2 n 
(LEN <. REN 
2a) Saar an 





und also 


/ 


D_q,| < Y n 


T; . 
= 2(n+1) 
Nun sei &),...,x, irgend eine der definirten Stellen und es sei etwa 


n 
» N Pa: u 
Si (ei u, <E, 


also auch 
a” —;| —E, 


dann ist 


3;(@—a) = Si(a a) + lea) +2 Fi (a - a) (X 2) 
1 1 1 1 


Er n er 5 I ı/ n | i 
<zarn t2e lan t°- I laarntr Ar. 


7 


Nun denke ich mir eine unendliche Reihe positiver Grössen & definirt, 
deren untere Grenze Null ist. Zu jeder dieser Grössen giebt es nach dem 
Vorhergehenden mindestens eine Stelle a,,...,a,, für die 


E(@i-a)' <(K+0)' 
ist, wenn x',...,x, irgend eine der definirten Stellen ist. Auf diese Weise 
wird eine unendliche Anzahl von Stellen a,,...,a,,& im Gebiete von »+1 
(Grössen definirt. Unter diesen sind unendlich viele, bei denen e der Null 
beliebig nahe kommt. Also giebt es eine Stelle, a{”,...,a/”, 0, sodass in be- 
liebiger Nähe von ihr beliebig viele der definirten Stellen liegen. Dann 
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muss aber sein: 


5. (©; a”) < K’, 
WO 2,:..,2, irgend eine der definirten Stellen ist. Drücken wir dieses 
Resultat geometrisch aus, so haben wir den Satz: 

Nennt man Durchmesser irgend eines geometrischen Gebildes die 
Entfernung zweier Punkte des Gebildes, die nicht kleiner ist als die Ent- 
fernung irgend zweier anderen Punkte des Gebildes, so ist der Halbmesser 
der kleinsten (a—1) dimensionalen Kugel, in die man jedes Gebilde der 
n-ten Dimension mit dem Durchmesser Eins hineinlegen kann, gleich 

n 
| 2(n+ 1). 
regulären System von n+1 Punkten, von denen jeder von jedem anderen 
die Entfernung Eins hat, umschriebenen Kugel. 


Dieser Halbmesser ist gleich dem Halbmesser der einem 


Da sich für beliebig grosses » dem Werthe Y1 beliebig 


\ n 
2(n+1) 2 
nähert, so können wir schliessen, der Halbmesser der kleinsten Kugel, in 


die man jedes Gebilde vom Durchmesser Eins hineinlegen kann, ist Y4. 
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Ueber die Verallgemeinerung eines Weierstrassschen 


Y 
Satzes. 
(Von Herrn Alfred Loewy in Freiburg i. B.) 


Der bekannte Weierstrasssche Satz”) über die Determinante einer 
Schar reeller quadratischer Formen, welche eine definite quadratische Form 
enthält, ist von Christoffel””) auf Hermitesche Formen ausgedehnt worden. 
Der sich so ergebende Weierstrass-Christoffelsche Satz lautet: 


W) Die Determinante der Schar Hermitescher Formen uH-+L, wobei 
H eine definite Hermitesche Form“) sein soll, hat nur reelle 
Elementartheiler mit den Exponenten 1. 


Dieser Satz kann jedoch aus einem allgemein für bilineare Formen 
mit beliebigen Covefficienten gültigen T'heoreme als Specialfall entnommen 
werden. Dieser allgemeine Satz ist der folgende: 


W) Die Determinante der Formenschar u -+iQ), wo unter ® eine beliebige 
bilineare Form von nicht verschwindender Determinante, für welche 


) B—-Y w 
nur eine der zwei Hermiteschen Formen %-+% oder . s.. definit 


*) Weierstrass, Monatsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, Jahrg. 
1858, 1868 und 1879. 
““) Christoffel, dieses Journal, Bd. 63, S. 252— 272. 
“") Ist B irgend eine bilineare Form, so sei unter ®’ diejenige Form verstanden, 
welche aus der zu ® conjugirten Form ®’ hervorgeht, wenn man die Coefficienten von 
%’ durch die conjugirt imaginären ersetzt. Eine Hermitesche Form H ist charakterisir! 


durch H’= H; eine Hermitesche Form ist definit, wenn sie nur Null wird, falls man die 
sämmtlichen eonjugirt imaginären Variablen gleichzeitig Null setzt. 
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sein möge, zu verslehen ist, hat, falls Q\ der Gleichung 
(1.) DP'+OP' = 0 


genügt, und die Determinante von %-+Q von Null verschieden ist, 
nur reelle Elementartheiler mit den Exponenten 1; i ist dabei im 
Obigen die imaginäre Einheit. 

Dass W) in W) enthalten ist, ersieht man sofort; denn sei B im be- 
sonderen eine definite Hermitesche Form H, so wird B+P’=2H sicher 
definit und die Gleichung (1.) redueirt sich, da ® eine Hermitesche Form 
ist, auf Q+Q’ = 0; jede Form Q, für welche Q = —Q ist, hat die Eigen- 
schaft, dass öQ eine Hermitesche Form ist; mithin kann für iQ jede Hermite- 
sche Form L gesetzt werden; jedoch muss zunächst die Determinante von 
H—Li von Null verschieden sein. Von dieser Voraussetzung aber kann 
man sich sofort frei machen; denn, wenn etwa H—Li eine verschwindende 
Determinante hat, so betrachte man statt der Formenschar «H+L die 
Formenschar AH+(aH+L), wo 4 ein variabler Parameter ist und a eine 
reelle Grösse bedeutet, die so zu bestimmen ist, dass die Determinante von 
H(1- ai)—iL nicht verschwindet. Jedem Elementartheiler (u — u,)" von eA+L 
entspricht dann nämlich ein Elementartheiler (A—4,)" von AH+aH-+L, wobei 
u,=4-+a ist; also «, und A, sind gleichzeitig reell oder imaginär. Die 
Bestimmung einer reellen Grösse a, dass |H(1-ai)—iL| von Null ver- 
schieden wird, ist, da die Determinante von «H-—iL nur für eine endliche 
Anzahl von Werthen des « verschwindet, stets möglich. 

Zum Beweise von W) setze ich in uB-+iQ für 





—en . 
u = ° 0, 
Er 
dabei seien e die Exponentielle, % eine beliebige reelle Grösse, ö die imaginäre 
Einheit und oe ein Parameter; dann wird 
i 


ı Fr \ 7 an 1/7 = \7 
oem PHO) [pE-e PO TR-D]. 


a Ta tes 0 — et 2 on . 
Setzt man 
(2.) A= ee PHO)-(P-D),N) 
so entspricht jedem Elementartheiler (u— u,)" der Determinante von u®+iQ 


ein mit demselben Exponenten e, behafteter Elementartheiler (o—o,)" der 


*) Bei der Bildung von (B +)! ist von der Voraussetzung Gebrauch gemacht, 
dass B+D eine nicht verschwindende Determinante hat. 
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Determinante von oE—A; hierbei ist 
i — efi i 
(3.) u db. 
ar 
Sind «, und go, die zu w, und 9, conjugirt imaginären Grössen, so bedingen 
sich die zwei Gleichungen u, = u, und g,-0, = 1 gegenseitig. 


Die Frage nach den Elementartheilern von gE—A ist aber leicht 
zu entscheiden. Sieht man ® als Form mit conjugirt imaginären Variabeln 
an, so sind alle Substitutionen, welche in Verbindung mit ihren eonjugirt 
imaginären, die Form $ in sich transformiren, von der Form (2.). Dabei 
muss Q der Gleichung (1.) genügen”); dann gilt nämlich die symbolische 
Gleichung 

ya “ 
AYA= PB; 

hieraus folgt 
! uf g. Ä Bi 


daher ergeben sich die zwei Gleichungen: 
Zr E, N 7 —_ qm B— RP 
ARHMA-PHR; ACTA TE. 


R—y 
A führt also auch stets die zwei Hermiteschen Formen B+®P und P > 


in sich über; ist nun eine dieser zwei Hermiteschen Formen definit, so kann 
die charakteristische Funetion von A, d.h. die Determinante von ogE—A 
nur Elementartheiler, welche für Grössen vom absoluten Betrage 1 ver- 
schwinden und die Exponenten 1 haben, besitzen””). Es ist also in diesem 
Falle eg =1, und aus 0-9, =1 folgt «,= w,; hiermit ist der Satz W) 
erwiesen. 

Nach meinen früheren Untersuchungen erscheint der Satz W) als 
erstes Glied einer ganzen Kette von Sätzen; etwas Analoges gilt für A). 
Man findet das jetzt herzuleitende T'heorem, indem man bei dem obigen 
Beweis den Satz II meiner diesjährigen Note in den Göttinger Nachrichten” 


*) A. Loewy, Math. Annalen, Bd. 50, S. 559 u. 560 sowie Nova Acta Leopoldina, 
Bd. 71, S. 356. 
**) Vergleiche die eben eitirten Arbeiten, S. 564 bez. S. 3%, 591. 
***) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen (1900), Heft 3. 
In dem vorliegenden Aufsatze ist auch in Ergänzung zu den dortigen Betrachtungen die völlige 
Herleitung von Satz I aus II gegeben. Mit einer Verallgemeinerung des dortigen Satzes | 
habe ich mich auch weitergehend in diesem Journal Bd. 122 beschäftigt. 
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berücksichtigt und voraussetzt, dass die Determinante von ® von Null 


m on 


verschieden bleibe, aber nieht mehr B-+% oder r 5 definit sei, sondern 


nur eine der zwei angegebenen Hermiteschen Formen nicht verschwindende 
Determinante habe und diese Form von nicht verschwindender Determinante 
die Charakteristik g’ besitze*). Die Verallgemeinerung von W) lautet dann: 
W) Ist PB irgend eine bilineare Form von nicht verschwindender Deter- 
minante, hat ebenso eine der zwei Hermiteschen Formen \: +% 


B-® 
i 


oder eine nicht verschwindende Deierminante und bezeichnet 


man die Charakteristik dieser Hermiteschen Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit q, so genügen die Elementartheiler- 


exponenten der Determinante von u+iQ, wobei die Form Q aus 


(1) OP4O RP = 0 
bestimmt und die Determinante von D+'\!\ von Null verschieden sein 
soll, der Ungleichheit 


‘>s+ZE(: } 


“ra 

2s ist die Summe der Exponenten aller Elementartheiler, die für einen 
imaginären Werth des u verschwinden; diese treten immer paarweise 
conjugirt imaginär mit gleichen E.xponenten auf”): h durchläuft in 
der obigen Summe die Exponenten aller Elementartheiler, die von 


) [Rh h 
einem reellen Werthe des u annullirt werden; E‘ e) bedeutet die 


grösste in enthaltene ganze Zahl. 


! 
2 
Was die Lösung der Gleichung (1.) betrifft, so kann dieselbe analog 


*) Es können sehr wohl die Determinanten von B+%Y’ und | eleichzeitig 
i 

verschwinden, ohne dass die Determinante von ® Null wird. Dass die Determinante 

einer der zwei angegebenen Hermiteschen Formen nicht verschwinden soll, ist also eine 
Voraussetzung. 

**) Zu jedem Elementartheiler (g— 0)" von oE— A gehört nämlich, falls o, nicht 

vom absoluten Betrage 1 ist, ein zugehöriger Elementartheiler (@ ): zwei Werthen e, und 

# 
entsprechen aber infolge der im Texte mit (3.) nummerirten Gleichung conjugirt 


imaginäre Werthe «, und « 





1 * 
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behandelt werden, wie Herr Voss*) in seinen Untersuchungen „Ueber die 
cogredienten T'ransformationen einer bilinearen Form in sich selbst“ mit der 
Gleichung TS+T'S’= 0 verfährt. Ich beschränke mich darauf, anzugeben, 
jede Lösung Q von (1.) ist von der Form: 


= PI-YR; 
dabei ist 2) irgend eine mit P’'®P vertauschbare Form, also 
BEBI=-IRT BP. 
Hiermit ist auch die Aufsuchung von O auf das bereits gelöste Problem der 
vertauschbaren Formen redueirt. 


*) Abhandlungen der Königl. Bayerischen Akademie der Wiss., II. Kl., 17. Ba. 
Il. Abth. (1590). Vergl. $ 8, 9, 10. 











Sur les eylindres et les cönes passant par une ligne. 


(Par M. Geminiano Pirondini a Parme. 


Le but de ce M&moire est de montrer le parti qu’on peut tirer, dans 
l’etude des lignes, de certaines formules qu’ont lieu lorsqu’ on regarde une 
liene gauche plac&e & la fois sur deux eylindres, ou sur un eylindre et un 
eöne, ou sur deux cönes. 

I. 

La ligne I, est Fintersection de deux cylindres H, H,. — Les generatrices 
de H soient paralleles ä l’axe des z, celles de AH, paralleles au plan eoor- 
donne y=0 et inclinees de l’angle & sur l’axe des z. 

Soient: 

A et A, les sections droites des eylindres H, H,, placdes respective- 
ment sur le plan z=0, et sur un plan P passant par llaxe des y: let / 
les lignes planes auxquelles se r@duit Z, en &talant les eylindres H, H, sur 
un plan (transform&es planes de L); s et o les ares des lignes L, A. 

On suppose en outre que: 

La section droite A du eylindre A est representee par l’equation 

5) z = 9(0); 


la transforme&e plane / de Z, relative au eylindre 4, par l’&quation cartesienne 


(2.) 3 = 4(0), 

ou par llautre 
(3.) = f(s): 

la transforme&e plane /, de Z, relative au eylindre H,, par l’&quation 
(4.) s, = fı (8) 


- 


3, etant la distance des points de Z du plan P). 
Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 4. 3: 
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Cela pose, il suffit de remarquer que 
3, = zsine+2cose, ds’ = do’+dz‘, 
pour en deduire les formules suivantes: 


f.[/Yi+3°(o)do] — (0) cos: 


(9.) m sine 

(6.) TE = f,(s) a —_. 5 / | 1—f” (s) i ds, 
(T.) 3, = p(o)sine+4(0)-cose; s= /11+2°(0)-do, 
(8.) 3, =g% | / Y1-f"(s):ds} sine+f(s)- cose, 

(9.) fi | /Y1+2"(0) do] — )1(0): cose = (0) - sine, 


(10.) ol /r 1—f(s) ds| sine+f(s)-cose = fi (8). 


Les &quations [(5.), (6.)], [(7.), (8.)] definissent: 

1") la section droite 4 du eylindre H; 2°) la transformee plane /, relative 
au eylindre H,, quand on donne respectivement: 1”) les transformees planes 
12.) 8.)), 4[4)]; 2°) la transform&e plane dite / et la seetion droite A[(1.)) 

Les &quations differentielles (9.), (10.) definissent les fonctions 4(0), 
f(s), ed’est-A-dire [a cause des &quations (2.), (3.)] la transformde plane / 
relative au eylindre H, quand on donne la section droite A[(1.)] et la trans- 
formee plane /, [(4.)]. 

ll. 

Applications. — Si L est une helice sur le eylindre H et une ligne 
a courbure geodesique constante sur l’autre H,, ou bien une ligne A courbure 
geodesique eonstante sur les deux cylindres, on a respeetivement: 


ni . Ss 
(0) = 600-0, fı(s) = a-sin(-); 
).(0) = Ym’— 0°, fi(s) = a: sin (* ). 
A 
d’ou, par Vapplication de la premiere relation (5.): 


a a 6 
pp = — sin ( ; .)— e0t#-cote: 0, 
sin& asınd 


a : m R ON! b \ 
p == - sin arc sin ( ) — Cote -Ym’—0°- 
d m 


sine 
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Ces equations definissent la section droite A du eylindre H, et eonsd- 
quemment la ligne Z. 
En faisant (0) = 0 dans l’&quation (7.), on trouve: 
s=6, 3=1(0)C08s#E = p(s)- Cose. 


Uonsequemment: Une ligne plane quelconque IL, et les lignes I,,,!\,... 
auxquelles elle se reduit, en etalant sur un plan les eylindres H,, H,, H, ... 
qui passent par I, et dont les generatrices sont paralleles ü un plan fixe, sont 
les lignes meridiennes d’une suite de surfaces de revolution applicables. 

Suivant que L est une helice du eylindre Hfi(o) = «0t9-0| ou de 
l’autre H,|fı(s) = «ot 6-s], les &quations [(5.), (7.)], [©.), (9.)] sont remplaeces 
par les autres: 


Es 
| et = r.( 5 y« ot d eote- 0, 


(11.) sing sin d 
| %&, = p(sin®-s)sine+cos9coss-s: 
es = > fi 1+4°(0)- do — cote-4(0) 
A9N\ S1 . 
a sin &cose i cotd a Br Ei 
u cot’d — cos’s Y (0) I _ cos’& F sine p (0)— (cold — cos’, do. 





Les &quations (11.) demontrent que si p est une fonetion entiere de 


s du deuxi&me degre, f, est une pareille fonetion de s; et vice versa. Les 


E . 7 ’ i 
m&mes &quations (11.), quand &= ,, d@emontrent que si p est de la forme 


ae", f, est une fonetion de s d’une forme analogue; et vice versa. 
On a done la propriete: 


ie orientes dune facon arbitraire 
Soient H, H, deux cylindres | N se coupant 


lü generatrices orthogonales 


nn ” cycloide 

le long de la ligne L, helice de H,. Si Ha pour section droite une ey | 

| tractrice 
la base De 

dont est perpendiculaire aux generatrices de H,, ce cylindre H, dans 

| Z’asymptote 

ie cyeloide RER N 

le developpement sur un plan, redut L «a une Iey . . Et vice versa. 

| fractrice 

7T x , . / fi 
Pour e=, la premiere @quation (12.) donne: 


Bez 


Tr —= e0t 0/ } 1-+4°(0) do, 


d’ot la propriete: 
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Le plan d’une ligne plane quelconque | peut etre plie sur une infinite 
de cylindres H, H', H",... de facon, a reduire la ligne la une helice d’une 
infiniteE d’autres cylindres H, H,, Hi}, .... dont les generatrices sont orthogonales 
a celles des autres. Les sections droites A, A’, , ... des cylindres H, H', H",... 
sont les lignes meridiennes d’une suite de surfaces de revolution applicables. 


II. 
La ligne Z est l'interseetion d’un eylindre 7 et d’un eöne Ä. 
En eonservant le eylindre 4, nous remplacons le eylindre H, par |: 
eöne K projetant la ligne Z de l’origine O des axes. En designant par o 
le rayon veeteur sur le plan 3=0 et par AR le rayon vecteur de l’espace, 
on definit la section droite A du eylindre H et la transformee plane © de 
la ligne L relative au cöne K par les &quations 


13)  0=9(): 14) R=F(). 
On represente enfin par V’&quation cartesienne 
(15.) D (x, 3) > 0 


la ligne meridienne L, de la surface S engendree par la rotation de la 
eourbe ZL autour de la droite mende par le sommet du cöne K parallelement 
4 la direetion des generatrices du ceylindre H (axe des 2). 
Si l’on remarque que: 
R=0'+32; ds=do+ds; ©=0, s=$, 


on parvient aux relations suivantes: 


0=YF: Yv1+3° o)do|—# (0), 
(16.) | / ( J | | J 
oe =VFks)-f(S); 0= / Y1-f"(s)ds; 

zu+ 3, = F°| yıra*coJdo]; %, = 4(0) 
+2 = Fe); 2, = f(s), 


R = Vy’(0)+4°(0); s= fvı +4°(0)do, 


IR= Yer| YYı=r’@as]+r@; 


2, = p(0); 2, = 4(0), 


2, = y| /Y1-f"@as]; = f@); 
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(20.) F fı 1+4°(0) do — (0) =y (0), 

(21.) | /Yı-f@ds)+r@ = Fe). 

(22.) Di F| YVi+a°lo)do] 3°C), 200) = 0, 
(23.) DPIVYFsS)-f’(s), fi) =. 

(24.) D[VR’- 20), 4(0)]=0; s= /Y1+4"(o)da, 
(25.) PVYR’—-f(s), fs) =d. 


Les @quations [(16.), (17.)], [(18.), (19.)] definissent: 

1’) la section droite / du eylindre H, et la ligne meridienne Z, de 
la surface de revolution S; 2”) la transformde plane C relative au cöne K, 
et la ligne meridienne dite Z,, quand on donne respectivement: 1) les trans- 
formees planes /[(2.), (3.)]), C [(14.)]; 2°) la transformde plane dite / et la 
seetion droite A [(13.)]. 

Les &quations differentielles (20.), (21.), (22.) et l’&quation finie (23. 
definissent respectivement A(0), f(s), 4(0), f(s). UCela Ja cause des Equations 
(2.), (3.)] eonduit & la determination de la transformee plane / relative au 
eylindre H, quand on donne: 

La transformee plane C [(14.)] et la section droite A [(13.)], dans le 
cas des equations (20.), (21.). 

La transformee plane dite C et la ligne meridienne Z, de S (15. 
dans le cas des &quations (22.), (23.). 

Les &quations (24.), (25.) definissent la transformee plane € relative 
au cöne K, quand on donne la ligne meridienne Z, de S |(15.)) et la trans- 
formee plane / [(2.), (3.)]. 

IV. 
Applications. 
La surface de revolution S choisie d’une facon arbitraire, ä chaque 


tonetion F(s) correspond une forme determinde pour A(0), ou f(s) [equations 


22.), (23.)], et consequemment pour oe [&quations (16.)]. 

Il suit qu’ on peut porter une ligne plane arbitraire sur une surface 
de revolution donnee, en pliant son plan d’une fagon arbitraire, sur la surface 
dun cöne convenable, ayant le sommet a un point fire de lazxe. 


En partieulier: Sur une surface de revolution arbitraire on peut tracer 
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une infinite de lignes, sous la condition d’etre des helices ou des geodesique: 
de cönes, ayant les sommels a un point quelconque de larxe. 
Si, au lieu de la surface generale S, on a la sphere dont la lien 
meridienne est le cerele 
2, +2, = 2bz,+(c, 
l’equation (23.) donne: 


R=r, 2 ne. 


Cela demontre, par exemple, que si la transformee plane C d’une lign 
spherigue L, par rapport au cöne K, est la courbe 
(26.) R = \ms’+2ns-+p, 
la transformee plane l relative au cylindre H est une cycloide. Et vice versu. 
En partieulier: Za transformee plane Il, relative au eylindre H, d’une helic: 
conique ou d’une geodesique coniqne tracee sur une sphere, est une cycloide ete. etc 
Si L est une helice du cylindre H, on a: 
1.(0) = 600. 0+k 
et les equations (16.), (17.) demontrent que: Quand la transformee plane ( 
de L relative au cöne K est la courbe generale 
= F(s), 
la section droite du eylindre H est 
e= YF’(3n5) -(et0-0+M 
et la surface de revolution S a pour meridienne la ligne: 
2,+ 2, = (2 
c0sd 
La eondition que la surface de revolution S est du deuxieme ordre 
equivaut A llautre que la transformee plane © de Z relative au eöne K est 
une ligne de la famille (26.) [eomprenant, en partieulier, la spirale logarith- 
mique („= mp), la developpante de cerele (m = 0), l’Epieyeloide (m <V), 
’hypoeyeloide (m > 1), ete.] 
Dans ce cas la section droite A du cylindre H est la courbe 
/m — cos’0 . 2(n— kcos en 
m ge 0 ER 2(n ne er (PR), 
appartenant ü la meme famille que la transformee plane C, el la ligne me- 
ridienne de S est la conique: 


e= 


k(mk — 2ncos0) 
cos’d 


»  m—cos’0 „, 2(ncos0 — mk) 


As cos’d + cos? Od ur +p 
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Voici des cas partieuliers remarquables: 

A) Pour m= cos, n=p=(, k=—h, on a les formules relatives A 
!’helice cylindro- conique.*) 

B) Pour m=(, la transformee plane C de Uhelice L relative au cöne 
K est une developpante de cercle, la section droite A du cylindre H une epi- 
cycloide, la surface de revolution S une sphere. 

C) Pour m=cos’d, la section droite du cylindre H est une deve- 
loppante de cercle, la surface de revolution S est un paraboloide etc. etw. 


On veut determiner la ligne L sous la condition d’avoir des courbures 
au l | er 
geodesiques constanles , , sur le eylindre H et le cöne K. On doit avoir 
| ! 
.(0) = Ym’—0”. 
D’ailleurs la transformee plane € doit &tre un cerele de rayon a place d’une 
facon arbitraire par rapport au pöle. Si done on part de la formule 


/AdRN 
ki Tr ds / 
r 
‚dR‘°’ > en 
Ba ds / dh ds‘ 


exprimant le rayon de courbure r d’une ligne plane © en tonetion du rayon 
vecteur R, et que l’on y suppose r=a, l'integration donne: 


N/ / \yıx% / ‘ \ . (8 c 
R=F(s)= V zala—k)+2Zala(a—2k):sin\ 


d 
ce et k etant deux constantes arbitraires. 

Il suit [en vertu de la premiere &quation (16.)] que: 

Pour avoir la ligne demandee L, il suffit de plier le plan d'un cerele 
de rayon m sur le cylindre H dont la section droite A est la courbe 


. (O\ 
m-arcsın J C 
rt , > \m ww 
o= | M+za)a(la—2k)-sin +2ala—k)—m 
d ’ 
Cas partieulier. — Pour m=a la section droite 1 se r@duit A la ligne 
g (c\ “ #8 
Bun 2 . f _DEN M = Er u 5 en N 
o=)Jo+21Yala 2)|0.cos(2)+ Va osin(- aa—2k). 


La surface de revolution S est du quatri&me ordre, r&eduetible A une 


sphere quand cos(-) =.). 


* } . * * ! * “ » 4 4 4 > 
) Sur les trajectoires isogonales des generatrices d’une surface developpable, $ 1. 
— (Ce Journal, Bd. 118, annee 1597. 
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u; 
l‚a liene Z est linterseetion de deux eones K, A}. 

Au eylindre H et au eöne K du $ III, on ajoute iei l’autre cöne K 
passant par la ligne Z et ayant le sommet O, sur l’axe des 3 & la distance 
h du sommet de K (origine). 

(Jue l’on designe par C, C, les transformees planes de Z par rappor! 
aux eönes K, M,, en representant la derniere par l’&quation 

27.) R,=F,(s). 

Tonute autre notation du $ III est eonservee. 

Si apres cela on remarque que l’on a: 

R,=V/R—-2hz+h; R=o+z: 
on arrive aux Egalites suivantes: 
\ 


ds =do’+d3; u=0 3»=3, 





Eee a 2, +. h? 
98° Ye _ FO -Fd+h), __ (ı_FOÖF@-E(HHG] 
28.) e= Fe) - Fr em fi — f 
wo Er F’(s)— F?(s)+h? 
+2,=F(s); ERS Zr Er. 
29. R,=VF’(s$)—2hilo)+ht; s=/V1+74°(0) do. 
30.) R, = VF’(s)—2hf(s)+h’ 
a, a [FK)—F?(s)+h? Fr)—-F)+M®| | 
31.) D | | F (s) — TE 4h? N . > | == ), 


Les equations (28.) definissent la transformee plane / relative au 
eylindre H,-la seetion droite A de H, et la ligne meridienne Z, de la sur- 
face S, quand on donne les transformees planes C’[(14.)], ©, [(27.)]. 

Les &quations (29.), (30.) definissent la transformee plane ©, relative 
au eöne K,,. quand on donne les transforme&es planes C[(14)], 2[(2.), 3.)). 

(Quant A la section droite A du eylindre H et & la ligne meridienne Z, de 
la surface S, elles sont Evidemment de£finies par les &quations (16.), (17.) dus IIl. 

L’equation finie (31.), resolue par rapport A F,(s), definit la trans- 
formee plane ©, relative au cöne Ä,, quand on donne la ligne meridienne 
L, de la surface S [(15.)] et la transformee plane € [(14.)]. 





VI. 
Applieations. 
En ayant recours a l’equation (25.) et ensuite A l’equation (30.). 
on trouve que: Pour une ligne quelconque L tracee sur la surface de revolution 
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du deuzieme ordre S, dont la ligne meridienne est la conique 
(32.) 2. =a3+2bz -+ec, 

ont lieu les formules: 
BY 

u f(s), 


[ ı/ \ N 5 a 
(s)+2(b—h)f(s)+hi+te 


\ 
% 


[A| 


(33.) R,=\(l+a)f‘ 


Si l’on suppose iei f(s) = cos #-s, et si l’on se rappelle en outre ce 
qw’on a dit au $SIV ä propos de la nature des lignes de la famille (26.), 
on parvient au theoreme: 

Quand la ligne L est placce: 

T') sur une sphere, 2) sur un ellipsoide de revolution aplati, 3) sur 
un hyperboloide de revolution a une ou a deux nappes, sous la condition d’etre 
une helice d’un cylindre dont les generatrices sont paralleles a laxe, tout eöne 
passant par Ühelice et ayant le sommet a un point quelcongue de Faxe [le 
centre ezceple, dans le cas T')], dans l'etalement sur un plan, reduit cette 
helice respeclivement: 1‘) ü une developpante de cercle, 2) ü une epieyeloide, 


3) a une hyposycloide (a condition quil soit, dans ce cas, fang # a 


Que la surface de revolution S ne soit pas une spl 
Dans ce cas l-+a m’est pas zero, et il peut se faire que les fonetions 
R,f(s) soient liees entre elles par une relation lineaire. La condition ä 
verifier est que la foncetion soumise au signe radical, dans l’equation (33.), 
est un carre. 
Il suffit done de prendre: 


-b+YyA-ta)(b’—ac 
(34.) 5 b } l a)(b 7 
d 
quand a==0, et 
. b’—c 
(35.) ha, 


quand a =. 
Si l’on designe par R, et R\ les valeurs de A, qu’on deduit de 


l’egalite (33.), en correspondance des deux valeurs (34.) de h, on deduit: 
Les relations 


R, =| l-ta-f(s) + b1 Ze) b’"— ac 
(36.) | 
RT EEE ER Kind end 


a 
Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Helft 4. 
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et consequemment [si R,=F (s)|: 


en | 2yb’—ac 
(37.) Bere, 
quand a=0, 1+a>0, b’-ac>0O. 
La relation unique: 
‘ \ 5 » \ R b 1 a 
(38.) R=YIto so + r®, 
quand a<_ 0, l-+a >0, b-ac=\. 
La relation unique: 
u s b’-+c 
(39.) R=f()+ o-, 


quand a=(. 

Or, si l’on remarque que (lorsque a==0) la surface de revolution 
eonsideree S est: 1”) un ellipsoide, quand a <0, b’’—ac”>>0; 2") un hyper- 
boloide a deux nappes, quand a>0, b’—-ac>0; 3") un hyperboloide ä 
une nappe, quand a >60, b’—-ac<Z0; 4") un eöne, quand a >0, b’-ac=(: 
et que (en eorrespondance de ces cas) h a: 1”) deux valeurs reelles, quanı 
a>> —1; 2") deux valeurs rdelles, dans tout cas; 3°) deux valeurs imaginaires: 
4’) une valeur reelle, on parvient au theore&me: 

Sur Taxe d’un ellipsoide de revolution allonge et d’un hyperboloide dı 
rerolution a deux nappes il y a deux points W,, W, (et deur seulement) 
ayant la propricte caracleristique que, si (on projette de ceux-ci une ligne 
quelconque L tracce sur la surface, les quanlites = f(s), R, et R, relalives 
ü cette ligne, sont lices entre elles par les relations lineaires (36.), (37.). 

Dans le cas du paraboloide, ou du cöne de revolution, les points 
W,, W, eoineident et les quantites 3= f(s), R, sont liees respectivement 
par la relation lineaire (38.), ou par la (39.). 


Cas partieulier. 

Les relations (36.), (37.), (38.), (39.) demontrent que quand une des 
fonetions f(s), R,, R, est lineaire par rapport A s, les autres ont la mäme 
propriete. On a ainsi les theoremes: 

Si sur un ellipsoide de revolution allonge, ou sur un hyperboloide de 
revolution ü deux nappes une ligne L est une helice d’un ceylindre H dont les 
generatrices sont paralleles a laxe, elle est aussi une hölice de deux cönes 
K, K, ayant les sommels sur laxe. 


Et si la ligne est une helice d'un cöne K, dont le sommet est sur laxe, 
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elle est aussi une helice d’un autre cöne K, ayant le sommet sur laxe et d’un 
cylindre H dont les generatrices sont paralleles a la.xe. 

Les sommets W,, W, des cönes K,, K, sont les memes, quelle que soit 
['helice consideree. Cette courbe coupe les generatrices des deux cönes sous 
meme angle. 


| paraboloide 


Si sur un de revolution, une ligne est une helice d’un 


| cöne 
cylindre dont les generatrices sont paralleles a laxe, elle est aussi une helice 
[ d’un cöne ua 
rede Et vice versa. 

Une telle helice cylindro-conique ne peut pas etre une helice d'un aulre cöne. 

Dans le cas du paraboloide, les inclinaisons de lhelice sur les gene- 
ratrices du cylindre et du cöne sont egales. 

(Que la surface de revolution 5 soit une sphere. 

On a ie a=—1; si done la transformee plane C d’une ligne 
spherique queleonque, par rapport au cöne K dont le sommet est a l’origine, 
est Ja courbe 

R=F(s), 
l’equation (31.) donne 


b—h ,„ h(bh-+e) 
40.) R = (+ . 
d 2 h . 8) b " 
La quantite soumise au signe radical est un carre quand 
C 
h=—--., 
b 
ce qui donne 
(, } b’-+- C V/.N\ 
(+1.) R, =——-F(8). 


Par consequent: Sur un diametre d’une sphere il y a deux points 
W, W, (et deux seulement) ayant la propriete caracteristigue que, si l'on 
projette de ceux-ci une ligne quelconque L tracee sur la sphere, les quantites 
R=F(s), R, relatives a cette ligne, sont lices entre elles par la relation 
lineaire (41.) 

Cas particulier. 

Si l’on suppose que F(s) est une fonction lineaire de lare s, V’equa- 
tion (41.) demontre que AR, l’est aussi. 

Done: Si une ligne spherique est une helice d’un cöne, elle est aussi 
une helice d’un autre cöne.”“) 


*) Memoire eite, 83. — Ce Journal, Bd. 118. 
S 
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La ligne spherique, helice de deux cönes, m’est jamais une helice 
eylindrique. 
Si l’on suppose que /a ligne L est une geodesique du cöne K et une 
helice de lautre cöne K,, on a 
F(s)=Vm’+s, F(s)=c0s0:.s+k, 
et les equations (28.) donnent 


sin Os? — 2k cos 0-s + (m? — k?+-h?) 


‘ 


‚= Tu - +2. =m+4s, 3,=3. 
Celles-ei demontrent: 
la transformee plane l de L, par rapport au cylindre H, est une 
cyeloide. La surface S, engendree par la rotation de L autour de la droite 
joignant les sommets des deux cönes est, en general, du quatrieme ordre (reductible 
a une sphere, quand k=V). 
Si sur la sphere dont la ligne meridienne est le cerele 
eo. +2,=2bz-+c, 
on trace une ligne Z v£Erifiant une des relations 
R=Y\m’+s, R=«0s®:s, 
on trouve, en vertu de l!’equation (40.), qu’on peut profiter de l’indetermination 
de A, pour reduire AR, respeetivement ä une des formes 
R,=cos®s, R,=Ym+s. 
Il suit que: 


geodesique 


Si une ligne spherique est une | hä d'un cöne, elle est aussi 
re ) 


lice 
helice 


une d’un autre cöne. 


| geodesique 
vn. 

Les formules (3.), (6.), (16.) ne contiennent rien d’indeterming; d’ailleurs, 
quand les fonetions F(s), F,(s) sont eonnues, les &quations (28.) donnent la 
transform&ee plane /! et la section droite A, ce qui conduit A la determi- 
nation de 1. 

On a done le theor&me: Deux lignes planes donnees arbitrairement 
penvent, dans tout cas, et d’une seule maniere, etre reduites ü une meme ligne 
de lespace, soit en pliant leurs plans a cylindres, suivant deux directions 
donnees; soit en pliant le plan de l'une a cylindre, suivant une direction donnee 
et le plan de l'autre ü cöne, avec le sommet ü un point donne du plan; soit en 
pliant leurs plans a cönes, avec les sommets en deux points donnes de ces plans. 
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Il suit qu’on peut determiner (Aa l’aide des formules &tablies) une ligne 
de l’espace sous la condition d’ötre, par exemple: une helice d’un eylindre 
et une ligne a courbure geodesique constante d’un autre eylindre; une ligne 
a courbure geodesique constante sur deux eylindres, sur un eylindre et un 
cöne, sur deux cönes; une helice d’un eylindre et d’un eöne, ou de deux 
eönes ete. etc. 

On a donne quelques exemples dans ce qui preeede. IJei, en termi- 
nant, on va aborder le probleme general: 

Delterminer une ligne L, intersection de deux cylindres, ou d’un eylindre 
et d’un cöne, ou de deux cönes, sous la congition que ses courbures geodesi- 
ques sur ces surfaces, sont deux fonctions donnees P(s), A(s) de lare. 

hemarquons d’abord que la ligne plane dont le rayon de courbure r 
est une fonetion donnee de l’are s, peut &tre representee par les Equations 


t=4u4+ / COS («+ / Br ds, z=b+ / sin (vo 7 / er ds, 


j 
« r / ’ 


a, b, @ etant des constantes (dont la derniere peut &tre determinde par la 
condition que l’origine des arces s est un point determine de la courbe). Or 
le rayon de courbure geodesique d’une ligne tracee sur une surface deve- 
loppable, apres l’etalement de celle-ei sur un plan, se reduit au rayon de 
courbure absolue de sa transformee plane. 
Si done on &erit les egalites 

f)=a+/sinfe +/Pls)ds)ds: f(s)=b+/sin[?-+/fA(s) dslds, 

F,(s)=VYim+/ecos|y+/ P(ls)ds| ds!’ + ın+/sin[y+/ P(s)ds| ds! 

Fi)=YV!p+/fcos[d +/X (s)ds]) ds)’ + a +/sin[d + /X(s)ds] ds)‘, 
(a,b, m,n,p,g, «a, /,y, 0 etant des constantes) on voit que, pour r&soudre 
le probleme propose, il suffit de remplacer les fonctions f(s), fi(s), F(s), 
F,(s) par les valeurs ci-dessus, dans les formules (6), (16.), (28.). 
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Zur Theorie der Gammafunction. 


(Von Herrn, Edmund Landau in Berlin). 


Im vierten T'heile der „exereices de calcul integral“ beschäftigt sich 
Legendre mit zwei Problemen, welche an die drei Fundamentalsätze aus der 
Theorie der Gammafunction 


(1.) IXa+l)=al'(a), 
IN j U cm —— e { 
(@.) Ka) l(1-a) sin are ’ 


1 MB ; — . N ’ 
(3.) l(a)T (a+ ) I (a+ . - = (27)? nl (na) 0=3354..) 


\ 
anknüpfen. 

Das eine Problem geht von der Bemerkung aus, dass in den Formeln 
(1.), (2.), (3.) zugleich mit einem Argumente der Gammafunction alle übrigen 


vorkommenden Argumente rational sind. Zwischen den m—1 Ausdrücken 


(4.) r(z): rn), 1569 Er): 


wo m irgend eine ganze Zahl bezeichnet, besteht also zufolge (1.), (2.), (3.) 
eine Anzahl von Gleiehungen, und Legendre wirft die Frage auf, welches 
die geringste Anzahl der aus (4.) auszuwählenden Ausdrücke ist, durch 
welche die übrigen mit Hülfe von (1.), (2.), (3.) ausdrückbar sind. Da man 
durch Logarithmirung von (1.), (2.), (3.) lineare Gleichungen für die 
Logarithmen der Funetionswerthe erhält, so wird (in moderner Ausdrucks- 
weise) nach dem Rang einer gewissen Matrix gefragt, deren Elemente 
theils ©, theils +1, theils —1 sind. Der von Legendre*) durch Beobachtung 


*) l.e., Art. 47; s. auch Legendre, traite des fonctions elliptiques et des inte- 
grales Euleriennes, Band 2, 2'* Hälfte, Art. 118. 





j 
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an den kleinsten Werthen von m induetiv gefundene Satz, dass die Anzahl 
der unabhängigen Grössen der Reihe (4.) gleich 4 (m) ist, ist zuerst von 
Stern”) bewiesen worden. 

Der Lösung des zweiten, noch unerledigten Problemes ist das Folgende 
gewidmet. Es mögen einige vorbereitende Bemerkungen der exaeten Formu- 
lirung der Aufgabe vorausgeschickt werden. Wenn es sich darum handelt, 
die Function /'(a) für alle reellen Argumente zu berechnen, so lehrt die 
Relation (1.), dass es genügt, sie für alle Werthe zwischen O0 und 1 zu 
kennen; für jeden reellen Werth kann man sie nämlich durch eine endliche 
Anzahl algebraischer Operationen aus einem passend gewählten, zwischen 
0 und 1 gelegenen Werthe berechnen. Die Gleichung (2.) redueirt das er- 
forderliche Intervall auf (0---4) oder auch auf eine Anzahl getrennter Inter- 
valle, deren Gesammtlänge gleichfalls 4 ist, z.B. (L---4) nebst (2-1), da 


jede Zahl zwischen O0 und 1 entweder einer dieser beiden Streeken angehört 

oder eine solche Zahl zu 1 ergänzt. Legendre””) wirft nun die Frage auf, 

wie weit der Gausssche Satz (3.) das Fundamentalintervall zu verkleinern 

erlaubt; unter Anwendung der dem Werthe »=2 entsprechenden Formel 
(9.) I’ (a) l’(a+}) = I\n2'"""I'(2a) 


\ 


zeigt er, dass es genügt, /'(a) von O bis + zu kennen; weiter verkleinert 
er es durch Benutzung des Gaussschen Satzes für n = 3 


(6.) I'(a) I'(a+4) I'(a+2) = 273°" 1'(3a) 


auf die Länge 3 nämlich auf die beiden Stücke (0 ne); (3 r . Legendre 
giebt nun der Vermuthung Ausdruck, dass die Länge des Fundamental- 
intervalles sich unter Anwendung der Gausssehen Formel für die nächsten 
Werthe 2=5,7,.. 


.) weiter und weiter verkleinern lässt. Er untersucht 
nicht das Mass der Verkleinerung und beweist nicht einmal die Möglichkeit 
einer beliebig oft wiederholbaren Verkleinerung, woraus natürlich die Mög- 
lichkeit der Verkleinerung unter jede beliebige Grenze noch nicht folgen würde. 


*) Dieses Journal, Band 67. 1867, S. 114— 129. 
**) ]. c., Art. 531—53, s. auch Theil 2, Art. 61—62 und traite des fonctions ellip- 


tiques etc., Band 2, 2'° Hälfte, Art. 52—54 und 101— 108. 

*) Es handelt sich nur um Primzahlwerthe von r, da der Gausssche Satz 
für n=n,-n, ohne Weiteres aus den beiden den Werthen », und n, entsprechenden 
Relationen folgt. 
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Hoppe*) hat sich mit dem Problem beschäftigt, ohne jedoch seine 
Lösung wesentlich zu fördern. Zu erwähnen ist nur, dass er den Legendre- 
schen Werth + schon mit Hilfe von (5.) erreicht. 


6 

Die Frage, ob das Fundamentalintervall nur bis zu einer von O ver- 
schiedenen Grenze oder beliebig verkleinert werden kann, ist noch offen; 
Brunel*‘) machte noch jüngst auf sie aufmerksam. Sie findet im Fol- 
genden ihre Beantwortung. Es wird sich ergeben, dass man das Fundamental- 
intervall beliebig verkleinern kann, und zwar merkwürdigerweise allein 
unter Benutzung des Gaussschen Satzes für n=2 und der Funetional- 
gleichung (1.), sodass das Gefundene nicht allein für die Gammafunetion gilt. 

Der zu beweisende Satz lautet in präciser Formulirung folgender- 
massen: 

Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grösse Ö lässt sich eine 
endliche Anzahl von Intervallen angeben, deren Gesammtlänge <- Ö ist, derart, 
dass der Werth der Gammafunction für jedes reelle Argument mittelst einer 
endlichen Anzahl algebraischer Operationen durch die Werthe ausdrückbar ist, 
welche die Gammafunction für eine endliche Anzahl passend gewählter Ar- 
gumente annimmt, welche diesen Intervallen angehören. 


Beweis: Die Formel (1.) redueirt die Achse des Reellen auf die 
Y z KK eo“. N SE zT 4 > 
Strecke (0...1)”). Die Formel (5.) geht, wenn a=-, gesetzt wird, in 


Ir—1 / 
(7.) Pa) = Tu r(Z)1r(3+75) 
über und hat die Eigenthümlichkeit, dass sie den Werth der Funetion für 
ein zwischen 0 und 1 gelegenes Argument durch die Werthe ausdrückt, 
welche zwei anderen gleichfalls zwischen 0 und 1 gelegenen Argumenten 
entsprechen. Ein zwischen O0 und 1 gelegenes Intervall («...P) (« <- P) 
wird also auf die beiden gleichfalls zwischen O0 und 1 gelegenen Intervalle 


) 


PR a 1 1 u. ” „ . 
(> =) und (4 .,” +5) zurückgeführt, deren Gesammtlänge gleich 


*) Dieses Journal Band 40, 1850, S. 152—154. 


**) Eneyclopädie der mathematischen Wissenschaften, Il, 1900, S. 169—110. 


***) (@...3) bedeutet im Folgenden durchweg das Intervall («@...8) mit Ausschluss 
der unteren und Einschluss der oberen Grenze. Dies geschieht mit Rücksicht darauf, 
dass 0 ein Pol der Function ist. 
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der ursprünglichen Länge %—« ist. Die beiden neuen Intervalle liegen 


1 1 a .; Er 
getrennt, da E = 5 dagegen 5 <ztz ik, Wenn man nun einen Theil 





der neuen Intervalle seinerseits der obigen Transformation unterwirft und 
dieses Verfahren beliebig wiederholt, so kann die Gesammtlänge der Inter- 
valle niemals wachsen, da ja stets ein Stück durch zwei andere ersetzt 
wird, die ihm zusammen an Länge gleichkommen; wohl aber kann die 
Gesammtlänge abnehmen, indem einige der entstehenden Intervalle sich 
ganz oder theilweise überdecken; z. B. ist 


(0-4) zurückführbar auf (0-4) und (4-3), 
I 


f IN f I\ . ) 
(O..-1) “" m Vor t) (3 2 
also 
1 iz Fr... 
(0 +4) u . (0. * 7 ) .. \ ‘) L / 2 


da das Intervall (4---2) ganz in (4---%) liegt. Die Länge ]; ist also auf 
verkleinert worden. 

Wie nun nachgewiesen werden soll, kann man, von (0...1) ausgehend, 
die successive Auswahl der weiter zu transformirenden Stücke so treffen, 
dass die schliesslich resultirenden Stücke sich in solchem Umfange 
überdecken, dass sie thatsächlich nur ein beliebig kleines Stück (<Z 0) der 
Strecke (0...1) ausfüllen. Auf der Strecke (0. . 


- 


) werden so viele Inter- 


Ö 2 
alle zur Deckung gebracht werden, dass die zwischen „ und 1 übrig 


- 


bleibenden Stücke nur eine Gesammtlänge < _, haben. Dazu gelangt man 


—— 


durch folgenden 


Hülfssatz: Ein beliebiges Intervall («...P) O<a<pPz 1) lässt 
\ \ ; Ö ' j i Ö 
sich durch ein zwischen 0 und „ und endlich viele zwischen , und 1 ge- 


pe _ 


legene Stücke ersetzen, derart, dass die Gesammtlänge höchstens %—« ist 
a ww rn , 
und dass das auf die Strecke (0... >) fallende Stück mindestens die Länge 


(P— a) ; hat. 


> 


- 


Beweis: Für P = 


Journal für Mathematik Bd. CXXIII. Heft 4. 31 


liegt («...?) bereits ganz auf der Strecke 


ID 
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Für # > „ giebt es eine kleinste Potenz 2” von 2, für welche 
8 _ 9 
Im = > 
ist, sodass man also hat: 
d ß 
> <a 
(8.) rg ne ° 
rg in = 8 
Von dem betrachteten Intervall («...?) ausgehend ersetze man es 


1.2 | 
zunächst durch (3 22 e) und (= 1 - er g B- = ; das zweite Intervall 


transformire man nieht weiter, das erstere & 2 e) ersetze man durch (5 = £) 
und das zugehörige andere, auf das es nicht ankommt u. s. f£e Durch m-malige 
Anwendung dieses Verfahrens ist (@...P) auf (£, are und m Intervalle 
zwischen 4 und 1 redueirt, deren genauere Lage unerheblich ist. Die 
(sesammtlänge der entstehenden m-+1 Intervalle ist höchstens gleich der 


.. g .. . 2 . arer! Ü j 
Länge %—e« des ursprünglichen Intervalle. Das eine Stück (= &) 
Ö ’ i 
liegt zwischen 0 und -,; seine Länge ist wegen (8.) 
B—a_ ;,a Ö 
 >0-0)5 


Die Gesammtlänge der oberhalb „ übrig bleibenden Intervalle ist also 


' Ä d ) 
<P-0a—(P—e) f =(P—e) (1- 7)" 


Der soeben bewiesene Hülfssatz hat folgende Bedeutung. Durch die 
Zerlegung eines Intervalles in andere von möglicherweise derselben Gesammt- 


. Ö .. hd .. ° . 
länge, deren eines der Strecke (0... =) angehört, ist zunächst nichts erreicht. 
“ Öö . “.. » . 
Wenn man nun aber von den oberhalb . gebliebenen Stücken eines dieser 


a j a ’ Ö . 
Verwandlung unterwirft, so entspricht ihm neben oberhalb — bleibenden 


A Ö i 
Intervallen gleichfalls eines zwischen 0 und „. Der Nachweis, dass man 


thatsächlich auf der Strecke (0--. =) so oft Stücke zur Deckung bringen 
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u i u Ö ; 
kann, dass beliebig wenig zwischen , und 1 bleibt, gelingt zufolge der im 


4 .. 4 r » . Ä f Öö 
obigen Hülfssatz bewiesenen Thhatsache, dass das auf die Strecke (0--- 2, 


bei der angegebenen Transformation des Intervalles («...?) fallende Stück 
einen gewissen von der Lage und Länge des Intervalles unabhängigen 
Procentsatz der ursprünglichen Länge übersteigt. Hierdureh lässt sich die 


angestrebte Verkleinerung der oberhalb „ bleibenden Strecken auf die 


.— 


. Ö u. 
Gesammtlänge < , folgendermassen ausführen: 


Man geht vom Intervall (0...1) aus, das die Länge %—« = 1 hat; es 


ist ersetzbar durch ein zwischen O0 und . liegendes Stück und r zwischen = 
und 1 gelegene Intervalle 9... .,0,, deren Gesammtlänge 
Be ) 

+ +, <1-; 
ist”). Das Intervall I, ist ersetzbar durch ein Stück zwischen 0 und x und 
s, Stücke 1, .-., 9. zwischen “ und 1, deren Gesammtlänge 

I : Hichdlbr 2 I 6 (1 u 7)8, 


. . . » . j#® . Ö iso 
Ist} ...%, ist redueirbar auf ein Stück zwischen O0 und „ und s, Stücke 


a‘ 
r 


By, 8,,, zwischen — und 1, deren Gesammtlänge 


a it Be. 
+ a N, — l I on 
ist. Das Intervall (0...1) ist also abgesehen von Stücken, die auf die 


EN, r 
Strecke (9... „ ) fallen, auf s, ++ s, Intervalle a an 


. Ö . .. ® .. . 
zwischen „. und 1 redueirt, deren Gesammtlänge (auch in dem ungünstigsten 


Fall, dass unter ihnen keine Ueberdeckung stattfindet, 


ss " \ 2 F Ö ' / Ö\ ) 
= Lt ++%,4+ 7% I, N Ts, Zu br + a \l #) g)\ 


„ (1- i & + +8) <(1 — Ay 


*) Das Ergebniss dieses ersten Schrittes ist noch trivial, da die ganze Strecke 
zr Gag; Be Ö 
von 5 bis I nur die Länge 1— — <1— f hat. 


-.* 
un w 
=] 
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ist; jedes dieser Intervalle wird so weiter transformirt und so fort. Durch 


. . . . Öö ® rer 
{-malige "Transformation aller jedesmal zwischen — und 1 liegenden Stücke 
.. [ [3 j .. EZ “ Ö . 
erhält man eine endliche Anzahl von Stücken, die zwischen 0 und „ liegen, 


bee r 6 
deren wirkliche Gesammtlänge also <- - 


; ist, und endlich viele zwischen 


Ö arer .. () ’ m her u 
„ und 1 gelegene Stücke, deren Gesammtlänge <(1- r) ist. Für hin- 
reichend grosses £ ist aber 
Ö\ 0) 
(r- 7) a & 


es braucht ja nur 


er 


- 


log 
je log(1 _- 3 
“ 4 
genommen zu werden, eine (weil Zähler und Nenner negativ sind), positive 
Zahl, die für kleine d sehr gross ist. Die Axe des Reellen ist also auf 
Intervalle redueirt, deren Gesammtlänge < d ist, womit der Satz auf S. 278 
bewiesen ist. 

Es lässt sich für die Anzahl dieser Intervalle eine obere Grenze 
angeben. Bei jedem der £ Processe multiplieirt sich die Anzahl der Inter- 
valle mit einer Zahl, die höchstens gleich der grössten der auf S. 280 mit 
m bezeichneten Zahlen plus 1 is- m hat zwar für verschiedene Intervalle 
verschiedene Werthe; diese sind aber zufolge (8.) alle 


ie 
I 


log . 
ee, 
= j0g2 
Die Anzahl der Intervalle ist also 
Ö 
08 T 
ı I. 
log .i log(1- u) 


vn 
<\l+ log 2 


Der wirkliche Ausdruck von Z7'(z) durch Gammafunctionen, deren 
Argumente den Intervallen angehören, hat folgende Gestalt: das Produet 


i . \ RR ; 1 ' 

jener Gammafunetionen ist mit einer ganzzahligen Potenz von <= und mit 
Yr 

einer Potenz von 2 multiplieirt, deren Exponent eine ganze Function ersten 

Grades von xz mit rationalen Coeffieienten ist. 
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Für die complexen Argumenten entsprechenden Werthe der Gamma- 
function bedeutet der im Vorstehenden bewiesene Satz, dass man die Ebene 
auf eine endliche Anzahl von Parallelstreifen zur Achse des Imaginären 
redueiren kann, deren Gesammtbreite beliebig klein ist. Denn die Gleichung 
(1.) drückt einen Zusammenhang zwischen zwei Functionswerthen aus, für 
welche die reellen Theile der Argumente sich um 1 unterscheiden, und (7.) 
drückt I'x) durch 7(x,) und /'(z,) aus, wo 


Rz.) -. R(; 2 =) R id + 5 


ist, sodass die Beweisführung wörtlich bestehen bleibt. 
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Ueber eine Raumeurve fünfter Ordnung. 
(Von Herrn H. E. Timerding in Strassburg.) 


r 

Unter den algebraischen Raumeurven haben bisher eigentlich nur 
diejenigen der dritten und vierten Ordnung eine eingehende Untersuchung 
gefunden. Diese Curven liegen, wie bekannt, immer auf mindestens einer 
quadratischen Regelfläche, und man kann sonach, um zu ihnen zu gelangen, 
von der Geometrie auf einer solchen Regelfläche ausgehen. Diese Geometrie 
basirt darauf, dass sich jeder Punkt der Fläche durch zwei Parameter be- 
stimmen lässt, die einzeln die durch den Punkt gehenden Strahlen in den 
beiden Regelscharen der Regelfläche festlegen. Jede algebraische Curve 
auf der Fläche wird dann durch eine rationale Gleichung zwischen diesen 
beiden Parametern dargestellt, und zwar ist es für die Curve wesentlich, 
bis zu welchem Grade in ihrer Gleichung jeder der beiden Parameter an- 
steigt. Die Summe dieser Grade giebt die Ordnung der Raumeurve an. 
So erhält man, wenn die Gleichung für beide Parameter quadratisch oder 
für den einen linear, für den anderen vom dritten Grade ist, eine Curve 
vierter Ordnung, und diese Raumeurven zerfallen demgemäss in zwei streng 
geschiedene Species. Gleiches wird dann auch von den Raumeurven fünfter 
Ordnung gelten, sofern sie auf einer quadratischen Regelfläche liegen. Die 


Curven der einen Gattung, deren Gleichung für einen Parameter linear ist, 
sind rational, die Curven der anderen Gattung hingegen, deren Gleichung 
den einen Parameter im zweiten und den andern im dritten Grade enthält, 
sind hyperelliptische Curven, und scheinen deswegen ein besonderes Interesse 
zu verdienen. Will man nun näher auf ihre Eigenschaften eingehen, so 
kann man versuchen, die Gleichung, ‘durch welche sie auf der quadratischen 
Regelfläche dargestellt werden, ebenso auszubeuten, wie man es mit der 
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Gleichung einer ebenen algebraischen Curve thut. Es erweist sich aber 
doch als erspriesslicher, wenn man von einer geometrischen Erzeugung 
dieser Curven ausgeht, die ein besonderer Fall der von Hesse angegebenen 
Erzeugung einer Raumeurve sechster Ordnung ist und sofort zu der Be- 
ziehung der Raumcurve auf eine ebene Öurve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte führt. 
$1. 
Die Erzeugung der Raumecurve fünfter Ordnung und ihre Beziehung zu einer ebenen (urve vierter 


Ordnung mit einem Doppelpunkte. 

Eine Fläche zweiter Ordnung wird von einem beliebigen Ebenen- 
paare in zwei Kegelschnitten getroffen, und es giebt zwei Kegel, die durch 
diese beiden Kegelschnitte gleichzeitig hindurchgehen. Die Spitzen dieser 
Kegel liegen auf der geraden Linie, welche für die Fläche zweiter Ordnung 
der Schnittlinie des Ebenenpaares als reeiproke Polare zugeordnet ist, und 
die Spitzen der beiden Kegel sind selbst conjugirte Punkte für die Fläche 
zweiter Ordnung, während sie gleichzeitig durch das Ebenenpaar harmonisch 
getrennt werden. 

Lässt man nun die Fläche zweiter Ordnung innerhalb eines Büschels 
von solchen Flächen variiren, so bewegt sich jenes Paar von Kegelspitzen 
auf einer Raumeurve, während ihre Verbindungslinie die eine Regelschaar 
einer quadratischen Regelfläche durchläuft. Ist 

(1.) g+nv—(, 
indem 7 einen veränderlichen Parameter bezeichnet, die Gleichung einer 
Fläche des Büschels, so muss der Kegel, der zwei dureh die Gleichungen 
p=V und g=V0) 
dargestellte Ebenen in denselben Kegelschnitten trifft wie die Fläche (1.), 
eine Gleichung von folgender Form haben: 


(2.) g+tnw+topg=V\. 
Er gehört zu einem besonderen Bündel von Flächen zweiter Ordnung, das 
durch das Flächenbüschel und das Ebenenpaar bestimmt ist. Für die Spitze 
des Kegels verschwinden die Ableitungen der linken Seite seiner Gleichung 
nach jeder beliebigen linearen Function der Punkteoordinaten, also ist u. a 


«he 


09, _oy x 
(3) TEILE =, 
., en N 
I An +op= 0, 
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und indem man mit r und s zwei weitere lineare Functionen bezeichnet, 
die als unabhängig von p und q angesehen werden, wird ferner 


© od 
tz 
or co! 


(4) 





Op, U _ 
ra Fee v. 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt 


BE opyöyv Oyow 
(5.) - -—— =. 
ne. öorös 0sor 
Dies ist eine Gleichung zweiten Grades für die Punkteoordinaten und stellt 
die quadratische Regelfläche dar, auf welcher die Curve der Kegelspitzen 
liegt. Man hätte sie ebenso auch aus den beiden Gleichungen 
[09 , .Oy 
u = Be — 0, 


or O8 


(6.) 





RE 
rt 


durch Elimination von & erhalten können. Die erste dieser beiden neuen 
Gleichungen stellt aber die Polare eines Punktes auf der Schnittlinie der 
Ebenen p = 0 und g = 0 für die Fläche = 0 dar und die zweite Gleichung 
die Polare desselben Punktes für die Fläche vw = 0; die Polare für die 
Fläche y9+nw = Ö ist damit gegeben durch 

Die reciproke Polare der Schnittlinie für diese Fläche ist sonach durch die 
Gleichungen (4.) dargestellt, sie bewegt sich auf der Regelfläche (5.), wenn 
man die Fläche (1.) das Büschel beschreiben, also die Grösse 7 in ihrer 
Gleichung alle möglichen Werthe durchlaufen lässt. 

Die Grössen & und n kann man als Coordinaten auf der quadratischen 
Regelfläche ansehen. Sie legen jede einen Strahl in einer der beiden Regel- 
scharen auf der Fläche fest. Aus den Gleichungen (4.) und (6.) folgt 

09 dv  Oy ‚dv  . 


med Br” wie = Een:&: — —|1. 
Or ' Or '0Os "os ® 7 


Damit werden alle linearen Funetionen der Punkteoordinaten, also insbesondere 
die Derivirten von g und w nach p und g, wie p und g selbst, sofern sie 
sich auf Punkte der Fläche (5.) beziehen, bilineare Funetionen von & und n. 
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Die Gleichung 


) SM e f Oo N (_ow oW 
. r u - 7 \ — — ) 
(8.) Pan Iag)t np, 950) 9 


die sich durch Elimination von o aus den Gleichungen (3.) ergiebt, verwandelt 
sich so in eine Gleichung fünften Grades für die Grössen & und n, in der 
aber $ nur bis zum zweiten, 7 nur bis zum dritten Grade vorkommt. In 
dieser Form wird durch sie die Curve der Kegelspitzen auf der quadratischen 
Regelfläche dargestellt. Diese Curve ist, wie man hieraus sieht, eine Raum- 
curve fünfter Ordnung, welche die Strahlen der einen Regelschar auf der 
Fläche in zwei, die Strahlen der andern Regelschar in drei Punkten trifft. 
Das Punktepaar der Curve auf einem Sirahle der ersteren Schar hat, wie 
wir zu Anfang sahen, die Eigenschaft, dass seine Verbindungsstrecke dureh 
die Ebenen des Ebenenpaares immer harmonisch getheilt wird. Wir wollen 
diese Strahlen als Hauptsehnen der kaumeurve bezeichnen. 

Wird eine Hauptsehne zur Tangente der Curve, so muss demnach 
der Berührungspunkt in einer Ebene des Ebenenpaares liegen. Die Schnitt- 
linie des Ebenenpaares trifft aber selbst die haumeurve in zwei Punkten, 
den Schnittpunkten dieser Linie mit der quadratischen Regelfläche, denn für 
p=0 undg=d0 ist die Gleichung (8.) erfüllt. Also hat jede der beiden 
Ebenen ausserhalb ihrer Schnittlinie nur je drei Punkte mit der Raumeurve 
gemein, und in diesen sechs Hauptpunkten wird die Curve von einem Strahle 
der Regelfläche berührt, der ausserdem keinen Punkt von ihr enthält. 

Fassen wir die beiden projeetiven Kegelschnittbüschel ins Auge, in 
denen das Flächenbüschel 9+n7y = 0 die Ebenen p = 0 und q = O schneidet, 
so ist sofort klar, dass jedes der Linienpaare, die in einem dieser Kegel- 
schnittbüschel enthalten sind, zwei Seitenlinien eines Kegels bildet, der 
ausserdem durch die dem Linienpaare entsprechende Curve des anderen 
Kegelschnittbüschels hindurchgeht. Deshalb muss der Schnittpunkt des 
Linienpaares auf der Curve der Kegelspitzen liegen, und die nicht gemeinsamen 
Schnittpunkte der beiden Ebenen p = 0 und q = 0 mit derselben, d.h. die 
Hauptpunkte der Curve, bilden die gemeinsamen Poldreiecke der Kegel- 
schnittbüschel in den beiden Ebenen. 

Ferner erkennt man leicht, dass die beiden Punkte der Raumeurve 
auf der Schnittlinie der Ebenen p = 0 und g= 0 eonjugirt sind bezüglich 
aller Flächen des Büschels yY+nw= 0. In der That wird dureh die 
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Gleichung 
Kp+tny) _ 
u — = 0 
or 
die Polarebene des Punktes, für den p, q,s = 0 werden, bezüglich der Fläche 
p+nyw = 0 dargestellt, und analog liefert 
Ilpy+n%) — 0 
ös 
die Polare des Punktes, für den p,gq,r = 0 werden, bezüglich derselben 
Fläche. Da diese zwei Gleichungen aber für die beiden Curvenpunkte auf 
der Schnittlinie der Ebenen p=0 und qg=0 erfüllt sind, so liegt jeder 
dieser Punkte auf der Polare des anderen für jede beliebige Fläche des 
Büschels, w. z. b. w. 
Es ist andererseits nicht schwer zu sehen, dass sich jede Gleichung 


(8°) VE+2VEHW = 0, 


in der U, V, W Funetionen dritten Grades von n bezeichnen, auf die Form 
(8.) bringen lässt, indem man sich in diese Gleichung die Grössen $ und 7 
eingeführt denkt, dass somit jede Curve fünfter Ordnung auf einer quadra- 
tischen Regelfläche, welche die Strahlen der einen Regelschar in zwei, die 
der anderen in drei Punkten trifft, sich als eine solche Kegelspitzeneurve 
ansehen lässt. Die sechs Hauptpunkte bestimmen sich aus der Gleichung 
sechsten Grades 


(9.) r-UW=0, 


dieselbe liefert die Strahlen der einen Regelschar, welche die Curve in diesen 
sechs Hauptpunkten berühren, Da die sechs Wurzeln dieser Gleichung aber 
alle gleichberechtigt sind, so zeigt sich: Wie man auch die sechs Haupt- 
punkte in zwei Tripel sondern mag, immer schneiden sich die beiden Ebenen, 
welche die Punkte je eines Tripels verbinden, in einer Sehne der Raum- 
eurve 5. Ordnung, und die Paare verbundener Punkte, welche die Curve mit 
ihren Hauptsehnen gemein hat, werden durch diese zehn Ebenenpaare har- 
monisch getrennt. Jedes Paar verbundener Punkte bildet ferner die Spitzen 
von zehn Paaren quadratischer Kegel, deren jedes sich in zwei Kegel- 
schnitten eines der zehn Ebenenpaare durchschneidet, und zwar sind von 
jedem dieser Kegelschnitte die drei in seiner Ebene gelegenen Hauptpunkte 
die Ecken eines Poldreieckes. Die Kegelschnitte eines der Ebenenpaare 
treffen die Schnittlinie desselben beide in den nämlichen zwei Punkten, und 
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dieselben sind zu den beiden Treffpunkten dieser Schnittlinie mit der Raum- 
eurve harmonisch. 

Wenn man aus den vier Gleichungen (3.) und (4.) die Punkteoordinaten 
eliminirt, so erhält man eine Gleichung vierten Grades für n und o 

(10.) P(no)=Q, 
in dieser steigt aber die Grösse oe nur bis zum zweiten Grade an. Fasst 
man n und o als Punktcoordinaten in einer Bildebene auf, so wird dureh 
diese Gleiehung eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte dar- 
gestellt, und diese Curve ist Punkt für Punkt eindeutig auf die Raumeurve 
fünfter Ordnung bezogen. In der That ist durch ein Werthepaar 7,0, das der 
Gleichung (10.) genügt, die Kegelgleichung (2.) und mit dem Kegel seine 
Spitze eindeutig bestimmt. Diese Spitze ist der dem Punkte der ebenen 
Curve entsprechende Punkt der Raumeurve, 

Zwei Punkten der ebenen Curve vierter Ordnung, die mit deren Doppel- 
punkte in einer geraden Linie liegen, entsprechen immer zwei verbundene 
Punkte der Raumeurve, die auf einer Hauptsehne liegen. Dem Doppel- 
punkte selbst entsprechen die Punkte der Raumeurve auf der Schnittlinie 
der Grundebenenr p=Q und q=0. Den Hauptpunkten der Raumeurve 
eorrespondiren die Berührungspunkte der sechs Tlangenten, die sich an die 
ebene Curve vierter Ordnung aus ihrem Doppelpunkte legen lassen. Da 
diese Berührungspunkte durch die Beziehung auf die Raumeurve zu dreien 
einander zugeordnet werden, so gehört, da keiner vor den anderen aus- 
gezeichnet ist, auch zu jeder Zerfällung dieser sechs Punkte in zwei T'ripel 
eine Beziehung der ebenen Curve auf eine Raumeurve fünfter Ordnung, und 
eine solche Beziehung ist daher auf zehn wesentlich verschiedene Arten 
möglich. 


DD 


Anwendung des Ei Ischen Theorems. 

Um die Relationen zwischen unserer RKaumeurve fünfter Ordnung 
und ihrer ebenen Bildeurve weiter zu erörtern, kann man sich mit Vortheil 
des Abelschen 'Theorems bedienen. Wir wollen von der allgemeinen Gleichung 
der Curve fünfter Ordnung auf der quadratischen Regeltläche ausgehen: 

(1.) +2V5+W = 0. 
Hierbei sind U, V, W Funetionen dritten Grades von n, und 5, sind die 
Coordinaten der Punkte auf der Regelfläche. Setzen wir nun 

(2.) s= UÜS+V, 


‘ + 
99 
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so wird für die Punkte der Curve 


(2°,) s= YV’—-UW. 

Jedes zu der Curve gehörige Integral erster Gattung hat dann die Form 
ent 
(3.) w = / P in. 


I 
Die Riemannsche Fläche, der diese Integrale zugeordnet sind, hat zwei 
Blätter und sechs Verzweigungspunkte &«,, &, &;, &;, %;, &, die sich als die 
Wurzeln der Gleichung sechsten Grades 
(4.) ”’-UW=d0 

bestimmen. Die Zerschneidung dieser Fläche, die um die Integrale erster 
(rattung völlig eindeutig zu machen nöthig ist, denken wir uns zunächst so 
ausgeführt, dass alle Verzweigungspunkte dureh eine Linie verbunden werden. 
die nach beiden Seiten ins Unendliche verläuft und mit der alle Verzweigungs 
linien zusammenfallen, und dass beide Blätter längs dieser Linie dureh- 
geschnitten werden. Dann zerfällt die Fläche in vier ebene, einfach zu- 
sammenhängende Stücke, die paarweise übereinanderliegen und in denen 
jedes Integral erster Gattung von der Form (3.) eindeutig und stetig ist. 

Aus diesen vier Stücken kann man nun leicht wieder eine einfach 
zusammenhängende Fläche zusammensetzen, auf der die Integrale erster 
Gattung ebenfalls eindeutig und stetig sind. Zunächst kann man die Ränder 
des Sechnittes längs den über den ersten und letzten Verzweigungspunk! 
hinausliegenden T'heilen wieder so zusammenheften wie sie waren, und so- 
dann hefte man zwischen den mittleren Verzweigungspunkten «&, und «, den 
unteren Rand des oberen Blattes an den oberen Rand des unteren Blattes. 
Dass die so entstehende Fläche dann einfach zusammenhängt, lässt sich un- 
mittelbar aus dem Satze folgern: Heftet man zwei einfach zusammenhängende 
ebene Flächenstücke längs einer Linie ohne Kreuzungspunkt, wie es die 
Linie «, «, ist, zusammen, so hängt auch die so gewonnene Fläche einfach 
zusammen, da sie durch jeden Querschnitt, ob er die Heftungslinie trifft oder 
nicht, zerstückt wird. 

Da der Schnitt durch alle Verzweigungspunkte gehen sollte, ist die 
Lage derselben nieht mehr vollkommen bestimmt, indem sie auf dem oberen 
oder unteren Rande des Schnittes im oberen oder unteren Blatte liegen 
können. Wir wollen annehmen, dass sie auf den oberen Rand im oberen 
Blatte zu liegen kommen, 
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In die Gleichungen des Abelschen T’heorems denken wir uns sofort 
die Normalintegrale erster Gattung a, und a, eingeführt. Das T'heorem lässt 
sich auf jede Curve anwenden, welche zu der betrachteten /tiemannschen 
Fläche führt, und sagt dann aus, dass die Summe der von einem beliebigen 
Punkte der Curve zu deren Scehnittpunkten mit einer anderen algebraischen 
Curve oder Fläche erstreckten Normalintegrale #, oder «,, wenn man von 
ganzen Vielfachen der Periodieitätsmoduln absieht, nur von der Ordnung der 
letzteren Curve und garnicht von ihrer Gestalt abhängt. Es lassen sich 
demnach für die beiden Normalintegrale immer solche unteren Grenzen {, 
und & auf der Grundeurve fest annehmen, dass jene Integralsumme nach 
Christoffels Ausdruck einer Simultanperiode gleich wird. Für ein beliebiges 
Integral erster Gattung 


wo = A,Uu, + 4,%; 
wäre eine entsprechende neue untere Grenze € einzuführen, die aus der 
Congruenz 


h, au +4, Yan, =( 


61 2 
zu bestimmen ist, indem das Congruenzzeichen ausdrückt, dass der Aus- 
druck auf der linken Seite sich aus den Periodieitätsmoduln des Integrales w 
sanzzahlig und linear zusammensetzt, also eine Simultanperiode ergiebt. 

Durch die zwei Öongruenzen, welche in unserem Falle das Abeische 
I'heorem liefert, werden immer zwei der Schnittpunkte mit einer algebraischen 
Curve durch die übrigen, und zwar eindeutig, bestimmt. Das Abelsche 
Theorem lässt sich deswegen nur dann geometrisch nutzbar machen, wenn 
diese übrigen Schnittpunkte auch wirklich willkürlich zu wählen sind. Man 
überzeugt sich nun leicht, dass dies für unsere Curve fünfter Ordnung auf 
der quadratischen Regelfläche im allgemeinen der Fall ist. Trifft nämlich 
eine andere Curve auf der Regelfläche die Trisecanten der Curve fünfter 
Ordnung in m und ihre Hauptsehnen in » Punkten, so hat sie mit der Curve 
fünfter Ordnung selbst 

s = 2m+35n 
Punkte gemein. Da sie nun durch 

mn +-m-+n 
Punkte bestimmt ist, sich aber dureh ihre sämmtliehen Schnittpunkte mit 
der Curve fünfter Ordnung noch mehr solehe Curven, und zwar in einer 
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Mannigfaltigkeit von 

(m—2) (n-1) 
Dimensionen, hindurchlegen lassen, vorausgesetzt, dass m >2, n>1 ist, so 
sind von den Schnittpunkten in der 'T'hat 

2m+5n—2, 


d. h. alle bis auf zwei, willkürlich. Gleiches gilt, wie leicht zu sehen, auch 
wenn m = 2 oder » = 1 ist, nur nicht wenn m = 1 wird, ausgenommen wenn 
auch » = 1 ist. 

Die Zahl der Schnittpunkte kann andererseits jeden Werth, ausser 
1,4,6 annehmen, und es ist nur noch die Zahl 8 auszuschliessen, weil 
dann nothwendig m = 1 wird. In allen übrigen Fällen bilden die Punkte 


auf der Raumeurve fünfter Ordnune, welche die Coneoruenzen des Abelschen 
be) 


0) 
T’'heorems befriedigen, die sämmtlichen Schnittpunkte einer algebraischen 
Curve. 

Damit von den Schnittpunkten einer ebenen Uurve des Geschlechtes 2 
mit einer veränderlichen algebraischen Ourve zwei und nur zwei durch die 
übrigen bestimmt sind, muss eine besondere Bedingung erfüllt sein. Beispiels- 
weise ist es nicht möglich, durch die Gleichungen des Abelschen T’heorems 
auszudrücken, dass acht Punkte einer Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte auf einem Kegelschnitte liegen. Ist die Ordnung der ver- 
änderlichen Curve mindestens gleich der Ordnung der Grundeurve, so müssen 
die beiden Curven alle vielfachen Punkte in der gleichen Multiplieität mit 
einander gemein haben. Ist die Ordnung der veränderlichen Curve um eins 
oder zwei niedriger, so muss sie durch jeden «-fachen Punkt der Grund- 
curve (@—1)-fach hindurchgehen. Nur eine Curve dritter Ordnung kann in 
dem einzigen Doppelpunkte einer Curve vierter Ordnung selbst einen Doppel- 
punkt haben, und es sind von ihren acht weiteren Schnittpunkten doch zwei 
durch die übrigen sechs bestimmt. Ist die Ordnung der veränderlichen 
Curve um drei geringer als die der Grundeurve und die erstere Uurve geht 
durch jeden «-fachen Punkt der letzteren (@—1)-fach hindurch, so schneidet 
sie nur zwei veränderliche Punkte heraus, die immer ein Paar verbundener 
Punkte auf der Grundeurve repräsentiren. Von denselben ist allemal einer 
durch den anderen bestimmt und es verschwindet für sie der Zähler des 
Bruches in einem Integrale erster Gattung. 


Nennen wir jede so geartete Curve, von deren Schnittpunkten mit 
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der Grundeurve zwei durch die übrigen bestimmt sind, der Kürze halber 

eine Abelsche Curve. so lassen sich durch die Congruenzen des Abelschen 

Theorems die Bedingungen dafür vollständig ausdrücken, dass s Punkte der 

Grundeurve die sämmtlichen veränderlichen Schnittpunkte einer Abeischen 

Curve bilden. Diese Anzahl s muss bei ebenen Curven gewissen Bedingungen 

senügen. Für die Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte muss 
s == 0) (mod 4) 


sein, wobei die Fälle s= 6 und s = 10 noch hinzuzufügen sind. Für eine 
Curve fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten muss 
s = —1 (mod 5) 
sein, wobei aber statt der Lösung s = 4 dieser Gongruenz die Werthe s = 7 
und s = 12 zu nehmen sind. Für die Raumeurve fünfter Ordnung ist hin- 
segen jede algebraische Curve auf ihrer quadratischen Regelfläche eine 
Abelsche Curve, mit alleiniger Ausnahme der Curven dritter und höherer 
Ordnung, welche die Trisecanten der Curve fünfter Ordnung nur in je einem 
Punkte treffen, und die Zahl s der Schnittpunkte kann jeden beliebigen 
Wert ausser 1, 4, 6, 8 annehmen. 
$ 3. 
3esondere Punktgruppen auf der Raumeurve fünfter Ordnung. 

Es bilden indessen die s Punkte nur dann die sämmtlichen Sehnitt- 
punkte der Raumeurve fünfter Ordnung mit einer algebraischen Fläche, 
wenn s ein Multiplum von 5 ist, und nur dann lassen sich für die Normal- 
integrale #, und #, solche unteren Grenzen Z, und Z, einführen, dass wenn 
man sie nach den s Schnittpunkten hin erstreckt, die Summen dieser Integrale 
einer Simultanperiode gleich werden. 

Dass in diesem Sinne eine gewisse Anzahl von Punkten a,.a,,:--, a 
auf einer Curve den Gongruenzen des Abelschen 'l’heorems genügt, wollen 
wir einfach so ausdrücken: 


(a,4.,'*,4,) = 


Für alle anderen Curven, welehe nicht der vollständige Sehnitt der quadra- 
tischen Regelläche mit einer algebraischen Fläche sind, ist ein Grössenpaar 
© = (@,, @,) durch die Congruenz 


(2w) = (2 (au, 2 


( 


J x du,) 


i a; 


einzuführen. Zwei verbundene Punkte a,.a, der Curve, die sich deekenden 
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Punkten der ARiemannschen Fläche entsprechen, sind dann immer durch 
die Beziehung 

(1.) (a,,a,) = (2w) 
verknüpft. Insbesondere wird für einen der sechs Haupt- oder Verzweigungs- 
punkte selbst 


(2.) (20,) = (2) 
und, wie bekannt, 
(3.) (O1, , O3, 0 0,0) EV). 


Wir wollen nun, was auf eine Art möglich ist, die sechs Hauptpunkte so 
in zwei T'ripel, sagen wir «,,;, @, und @,, &,, @,, zerlegen, dass sowohl 
(4.) (0, 0, 0;) = 0 wie (&,, 0, 0,) = 0 
wird. Die Ebenen, welche diese Punktetripel auf der Raumeurve fünfter 
Ordnung enthalten, schneiden die Curve ausserdem in denselben zwei Punkten 
e,, &, für die 
(9.) (e,, &) = 0 
wird. Sie sollen das Punktepaar sein, das dem Doppelpunkte der Bild- 
eurve vierter Ordnung entspricht. 

Die Relation (5.) folgt sofort daraus, dass für die fünf Schnittpunkte 
A,,*-,a, der kaumeurve mit einer Ebene 

(6.) (a, @;, 4;, 4, 4;) = 0 
sein muss. Sind insbesondere a, und a, zwei verbundene Punkte, die auf 
einer Hauptsehne liegen, so dass 

(a, a,) = (2w) 

wird, so muss 

(7.) (a,, 4, 4;) = — (2w) 
sein, und dies ist sonach die Bedingung dafür, dass drei Punkte a,,«a,, a; 
der haumeurve die Schnittpunkte einer Trisecante sind. 

Legen wir nun durch die fünf Punkte der Bildeurve vierter Ordnung, 
die den fünf Sehnittpunkten d,,...,b, der Raumeurve mit einer Ebene ent- 
sprechen, den durch sie bestimmten Kegelschnitt, so schneidet dieser die 
Bildeurve noch in drei weiteren Punkten, die drei Punkten a,, a,, a, auf der 
haumeurve entsprechen mögen. Dann muss die Bedingung 

(a, 0,0, by,b) = —(2w) 


erfüllt sein, weil, wie sich sofort zeigen wird, mit Hinzunahme zweier ver- 


bundener Punkte c,, ec, sich die Relation (a,, a, a, b,,...,b,0,0)=U er- 
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geben muss. Da aber andererseits 
(b, + b,) = 0 
ist, so ist 
(a,4,0) = —(2w). 
Die drei Punkte «a,,«a,,a, sind die Schnittpunkte einer Trisecante. 

Legt man durch ein Punktetripel auf der Bildeurve, das den Schnitt- 
punkten der kaumcurve mit einer Trisecante entspricht, alle möglichen 
Kegelschnitte, so schneiden dieselben die Curve noch in fünf weiteren 
Punkten, die jedesmal den Schnittpunkten der Raumeurve fünfter Ordnung 
mit einer Ebene entsprechen. Die sämmtlichen Ebenen, die man so erhält, 
bilden ein Bündel. Lässt man das Punktetripel auf der Bildeurve so 
varliren, dass es immer den Sehnittpunkten der Raumeurve mit einer Trise- 
‚ante entpricht, so bewegt sich der Scheitel jenes Ebenenbündels auf eineı 
geraden Linie, und diese gerade Linie verbindet die Punkte e,,e, der Raum- 
eurve, die dem Doppelpunkte der ebenen Bildeurve entsprechen und mit je 
drei Hauptpunkten in einer Ebene liegen. 

Aus diesem Ebenenpaare und einem Büschel von Flächen zweiter 
Ordnung hatten wir zu Anfang die Raumeurve gewonnen. Die Polarebenen 
eines Punktes auf der Schnittlinie des Ebenenpaares für die Flächen des 
Büschels schneiden sich in einer Trisecante der Raumeurve, und die Punkte 
der Schnittlinie sind somit auf die Regelschar, welche diese T'risecanten 
bilden, projectiv bezogen. Den fünf Schnittpunkten der Raumeurve mit einer 
Ebene und ihren drei Schnittpunkten mit derjenigen Trisecante, welche dem 
Schnittpunkte der Ebene mit jener Schnittlinie der Grundebenen zugeordnet 
ist, entsprechen zusammen auf der ebenen Bildeurve die acht Schnittpunkte 
eines Kegelschnittes. Ist die Ebene insbesondere eine Tangentialebene der 
quadratischen Regelfläche, auf welcher die Raumeurve liegt und welche 
ihre Trisecanten erfüllen, so muss der Kegelschnitt in der Bildebene zwei 
Punktetripel der Bildeurve, die den Schnittpunkten der Raumeurve mit zwei 
Trisecanten entsprechen, und ausserdem ein Paar verbundener Punkte der 
Curve enthalten. Irgend zwei solche Tripel der Bildeurve liegen also immer 
auf einem Kegelschnitte, der ausserdem ein Paar verbundener Punkte aus 
der Curve ausschneidet. Insbesondere wird die Curve in den Punkten 
jedes Tripels von einem Kegelschnitte berührt, der ausserdem ein bestimmtes 
Paar verbundener Punkte mit ihr gemein hat, während umgekehrt dureh 
jedes solche Paar verbundener Punkte zwei Kegelschnitte gehen, die ausser- 
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dem «ie Curve in den Punkten eines Tripels berühren. Entsprechend wird 
so jeder Trisecante der Raumeurve fünfter Ordnung eine ihrer Hauptsehnen 
zugeordnet, aber umgekehrt der letzteren zwei Trisecanten. Die Ebenen, 
welche die Trisecanten mit ihren zugehörigen Hauptsehnen verbinden, um- 
hüllen eine kubische Raumeurve, und zu ihnen gehören auch die beiden 
T'angentialebenen der quadratischen Regelfläche, die durch die Schnittlinie 
der beiden Grundebenen gehen. 

Die zehn Schnittpunkte der Raumeurve fünfter Ordnung mit einer 
beliebigen Fläche zweiter Ordnung sind noch auf unendlich vielen solchen 
Flächen enthalten, und sie werden alle von einer biquadratischen Raumeurve 
ausgeschnitten, die mit der Raumeurve fünfter Ordnung auf derselben Regel- 
fiäche liegt. Diese zehn Schnittpunkte a,--,a, genügen der Bedingu 

(8.) (a, au) =, 
und es entsprechen ihnen die zehn veränderlichen Schnittpunkte der ebenen 


Bildeurve mit einer Öurve dritter Ordnung, 


VO 
18 


die durch den Doppelpunkt geht. 
Insbesondere entsprechen den Schnittpunkten der Raumeurve fünfter Ordnung 
mit einer doppelt gezählten Ebene die Berührungspunkte der Bildeurve mit 
einer fünffach berührenden und durch den Doppelpunkt gehenden Curve 
dritter Ordnung. Legt man durch diese fünf Berührungspunkte und den 
Doppelpunkt alle möglichen Curven dritter Ordnung, so treffen diese die 
Bildeurve immer noch in fünf Punkten, die den Schnittpunkten der Raum- 
eurve mit einer neuen Ebene entsprechen, und dies muss insbesondere von 
dem einen die fünf Berührungspunkte enthaltenden Kegelschnitte gelten, 
wenn man ihn mit irgend einem Strahle durch den Doppelpunkt zusammen- 
nimmt. Dann aber ist die zweite Ebene eine Tangentialebene der quadra- 
tischen Regelfläche und enthält eine Trisecante der Raumeurve, welche der 
ersten Ebene fest zugeordnet ist, wie es oben ausgesprochen wurde. 

Acht associirten Punkten der Raumeurve fünfter Ordnung, die auf 
doppelt unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung enthalten sind, entsprechen 
auf der Bildeurve acht Punkte, die zusammen mit dem Doppelpunkte die 
Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter Ordnung bilden. Jede dieser 
Uurven dritter Ordnung schneidet noch ein Paar verbundener Punkte aus 
der Bildeurve aus. Aus dem Abelschen Theoreme ergiebt sich sofort, dass 


acht solehe Punkte a,,--,a; auf der Curve durch die Beziehung 
(9.) (a, ,a,) = —(2w) 
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verknüpft sind, weil mit Hinzuziehung eines beliebigen Paares ver- 
bundener Punkte b,,b, dann 


(b,b,,a,*,4) = OÖ 
wird. 

Ausser den bereits behandelten Punktgruppen auf der Raumeurve 
fünfter Ordnung sind nun noch die Gruppen von vier und sechs Punkten 
zu betrachten, die den Gongruenzen des Abelschen Theorems genügen. ‚Jede 
der ersteren Gruppen entspricht den Schnittpunkten der Bildeurve mit einer 
geraden Linie ihrer Ebene. Erzeugt man die Raumeurve, wie wir es zu 
Anfang angegeben haben, so dass ihre Punkte die Spitzen der in einem 
besonderen Bündel von Flächen zweiter Ordnung enthaltenen Kegel sind, 
dann sind die Punkte eines solchen Quadrupels immer die Spitzen von vier 
Kegeln, die demselben Büschel von Flächen zweiter Ordnung angehören. 
Legt man durch eines dieser Quadrupel p,,P3,P3.p,, für welches sich 


(10.) (Pu P»PsP:) = —(W) 


ergiebt, alle möglichen Flächen zweiter Ordnung, so schneidet jede der- 
selben die Raumeurve noch in sechs Punkten g,. 93, *'*. 9, die der Bedingung 


(11) (494,9) = (w) 


genügen und den sechs Sehnittpunkten der Bildeurve mit einem Kegel- 
schnitte entsprechen, der ausserdem durch den Doppelpunkt geht. — 
Bedienen wir uns der früher für die Integrale erster Gattung w ein- 
geführten Riemannschen Fläche, so mögen für die längs des Randes dieser 
Fläche zwischen den Verzweigun 


espunkten erstreckten Integrale die Be- 


zeichnungen eingeführt werden: 


Saw = Qi; ("dw =b,, f: dw = b,, F zeit 


0. Fa ur 


Die doppelten Werthe dieser bestimmten Integrale kann man als die Periodieitäts- 
moduln des Integrales » ansehen. Sie werden für die Normalintegrale 
28. Bei : 2B..: 25; 
uU: 0 a TR 
lo: UV N U Gm 
wobei a, = a;, ist. 
Y . . . x < h > u 
So wie wir die untere Grenze 5 des Integrales ® = A, w+4,u 


gewählt haben, finden wir für dessen Werthe in den einzelnen Haupt- oder 


39* 
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Verzweigungspunkten, mit der üblichen Charakteristikenbezeichnung 
( # ..., 
4 ) fü g,a, +90s+h,b,+A,b,, 
We. 


wenn » = 4,0+J4,@,, die Congruenzen nach den Periodieitätsmoduln: 


S te+o .. 6 Saw +0= © }} Sdw+u == ie); 


/ dw+w — Day} J tw+w — Gi) J dw+w “en k i) 


Es sind dies die sechs ungeraden Charakteristiken, die wir fortan auch durch 
die Verzweigungspunkte, zu denen sie gehören, bezeichnen wollen. Hierbei ist 
Ur 00 
(0,)+(0;)+(0;) = (0,)+(a,)-+(0,) = er = (0). 
Die Hauptpunkte «,«@,e, und die Hauptpunkte «,,«,e, sind die bei der 
Abbildung der Raumeurve fünfter Ordnung auf die ebene Curve vierter 
Ordnung einander zugeordneten Tripel. 

Diese Zuordnung ist aber vor einer anderen keineswegs ausgezeichnet. 
vielmehr führt jede Zerfällung der sechs Hauptpunkte auf der Raumeurve 
in zwei Tripel, also etwa in @,@,0, und 0,0,0,, zu einer ebensolchen Ab- 
bildung dieser Raumeurve. Die Summe dieser ungeraden Charakteristiken. 
z.B. @,,%,, @;, ist immer eine gerade Charakteristik (y), und dieselbe Charak- 
teristik (y) ergiebt sich auch als Summe der drei übrigen Charakteristiken 
0, %;,,0%;, was wir durch die Beziehungsweise 


(y) = (* (L, %) 


a, 0, 0, 

ausdrücken können. Demnach gehört zu jeder der zehn geraden Charak- 
teristiken eine Abbildung der Raumeurve auf eine ebene Öurve vierter 
Ordnung, deren Doppelpunkt jedesmal den gemeinsamen Schnittpunkten s,,s 
der Raumeurve mit zwei, durch je drei der sechs Hauptpunkte gelegten 
Ebenen entspricht. Für diese zwei Punkte wird 


(12.) (s,5)= (Y), 
wenn (y) die zu der Abbildung gehörige gerade Charakteristik bedeutet. 
So sind auch diese zehn Punktepaare den zehn geraden Charakteristiken 
zugeordnet. 
Die Punktequadrupel r,r,r;r, auf der Raumeurve, welche mit einem 
solehen Punktepaare s,s, zusammen ein Sextupel der vorhin besprochenen 


Art ausmachen, bilden das System von Punktequadrupeln, das zu der 
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Charakteristik (y) gehört, denn aus 


nd (r,, r5, r 3. Ns $|. $,) === (w) 
folgt 
‘ N N \ ' 
(13.) ur, N) ee (w)+(Y). 


Man kann diese Quadrupel finden, indem man durch eines der Quadrupel. 
die zu der von Anfang an ausgezeichneten Charakteristik (0' 


) gehören, und 


das Punktepaar s,s, alle möglichen Flächen zweiter Ordnung legt: diese 
schneiden die gesuchten Quadrupel aus. Die Bildpunkte der letzteren auf 
der ebenen Bildeurve liegen jedesmal mit den Bildpunkten von s, und s; 
auf einem Kegelschnitte, der ausserdem den Doppelpunkt der Bildeurve 
enthält. 

Wählt man nun diesen Doppelpunkt und die Bildpunkte von s,,s, zu 
Fundamentalpunkten einer eindeutigen quadratischen Punkttransformation, so 
seht durch diese die Curve vierter Ordnung in eine neue Curve vierter 
Ordnung über, die ebenfalls eindeutig auf die Raumeurve fünfter Ordnung 
bezogen ist. Auf derselben entspricht der Doppelpunkt dem Punktepaare 
$;8,, und die weiteren Schnittpunkte eines Strahles durch diesen Doppelpunkt 
entsprechen allemal einem Paare verbundener Punkte auf der Raumeurve, 
so dass insbesondere den Hauptpunkten die Berührungspunkte der aus dem 
Doppelpunkte an die ebene Curve gelegten Tangenten zugeordnet sind. 
Die Schnittpunkte der Curve mit einer geraden Linie ihrer Ebene ent- 
sprechen den Punkten eines Quadrupels des zu der Charakteristik (y) ge- 
hörigen Quadrupelsystems auf der Raumeurve. Die neue Uurve vierter 
Ordnung ist auf dieselbe Art wie die ursprüngliche Curve das Bild der 
kaumeurve fünfter Ordnung, nur gehört die Abbildung zu einer anderen 
geraden Charakteristik (). Wir finden also, dass zwei Bildeurven, die zu 
verschiedenen Charakteristiken gehören, immer durch eine quadratische 
Transformation aus einander hervorgehen, während zwei zu derselben Charak- 
teristik gehörige Bildeurven collinear verwandt sind. 

s.4. 
Charakteristikentheorie. 

Bei der Erzeugung der Raumeurve fünfter Ordnung werden in den 
beiden Grundebenen je vier Punkte angenommen, die zusammen die Grund- 
punkte eines Bündels von Flächen zweiter Ordnung bilden, und die Raumeurve 
wird dann von den Spitzen der in diesem Bündel enthaltenen Kegel erfüllt. 
Die 16 geraden Linien, welche die vier Punkte in der einen Grundebene 
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mit den vier Punkten in der anderen Grundebene verbinden, sind Sehnen 
der Raumeurve und zwar haben die Schnittpunkte jeder dieser Sehnen *die 
Eigenschaft, dass in ihnen die Punkte eines der Quadrupel paarweise zu- 
sammenfallen, denen die Schnittpunkte der zu dieser Erzeugungsart deı 
Raumeurve gehörigen Bildeurve vierter Ordnung mit einer geraden Linic 
ihrer Ebene entspreehen. Die Schnittpnnkte dieser 16 Sehnen entsprechen 
also den Berührungspunkten der 16 Doppeltangenten, welche die Curve 
vierter Ordnung besitzt, und gleichzeitig, wie wir kurz nachweisen wollen. 
den 16 'T'hetafunetionen der auf die Raumeurve fünfter Ordnung oder ihr: 
Bildeurve bezogenen Normalintegrale erster Gattung. Diese Thetafunctionen 
lauten in der Riemannschen Schreibweise: 


(ah nf) 


Hierbei sollen e, und ©, die Normalintegrale, nunmehr aber von dem Ver. 


zweigungspunkte «@, aus genommen, bedeuten. 
Die Funetion 


00 
I(v,v,) oder 9 00 (©, d;) 


verschwindet dann in «@, und «,, und es lassen sich die CGonstanten f, f; 50 
bestimmen, dass (0, —f}, ©» —f,) in zwei beliebig gewählten Punkten &, und & 
verschwindet, Man hat zu dem Zwecke nur zu setzen 


S er RE, €; 
hi = / dv, + / dv, p= / do + / we. 
0 0; 


Nun können wir für die Punkte &, und & insbesondere die Berührungspunkte 
irgend einer Doppeltangente wählen. Dann ist eine einfache Folge des 
Abelschen Theorems, dass in den Berührungspunkten jeder anderen Doppel- 
tangente eine der übrigen Thetafunctionen, in denen fi und f dieselben 
Werthe haben, verschwindet. 

Bezeichnen wir die Punkte der Quadrupel in den beiden Grundebenen 
in irgendwelcher Reihenfolge mit den Zahlen 0, 1,2,3, so kann man dureh 
zwei dieser Zahlen jede der 16 geraden Linien, welche die Punkte des 
einen Quadrupels mit denen des anderen verbinden, vollkommen festlegen. 


wenn man noch ein für allemal bestimmt, in welcher Grundebene der der 
voranstehenden Nummer entsprechende Punkt liegen soll. Die Art, wie 
diese 16 Verbindungslinien zu den 16 Thetacharakteristiken gehören, soll 
nun so fixirt sein, dass die Linie (00) der Charakteristik (0) zugewiesen 
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wird, und ferner 


die Linien (V1) (10) (02) (20) (VB 30 
den ungeraden Charakteristiken («,) (os) (m) (e,) o.) (0 
rıın v1 O1l\ 710 10x 11 
oder RN GE PRrYENN f#4\ 
01 01 11/ \11/ \10 \10 


Damit ist dann auch jeder anderen Linie eine T'hetacharakteristik zuge- 
ordnet, und zwar beispielsweise der Linie (12) die Summe der Charak- 
teristiken, die zu (10) und (02) gehören, also die Uharakteristik 


VON 


(2,)+(e,) oder (10): 

Der Beziehung der Doppeltangenten auf die 16 Verbindungslinien 
entspricht sonach eine quadratische Anordnung der zugehörigen Charak- 
teristiken in folgender Form: 

0 1 2 3 


BON /ılN LON\ 


V \00/ \oı/ Ni \10/ 
0] 10 BON 1 
1 nr sel \10/ Es 


(10\ ‚On yıı\ BON 


2 \11/ \10/ \00/ \01/ 
rıl\ 790 1O\ ON 
3 ‘10 24) 01/ [25 


Aus diesem Schema findet man nun andere, indem man zu allen Charak- 
teristiken eine und dieselbe gerade Charakteristik addirt. Dieselben neun 
Schemata erhält man auch, indem man das vorstehende Quadrat nach irgend- 
welcher Permutation der Reihen und Spalten in vier kleine Quadrate von 
je vier Charakteristiken zerlegt und in diesen kleinen Quadraten die Charak- 
teristiken kreuzweise vertauscht. Die Charakteristiken einer Reihe oder 
Spalte ergeben immer als Summe die ausgezeichnete Charakteristik (0). 
Unter einander stehende Charakteristiken derselben zwei Reihen oder neben 
einander stehende Charakteristiken derselben zwei Spalten haben immer zur 
Summe dieselbe ungerade Charakteristik, die sich auf die gleiche Weise 
auch jedesmal aus den übrigen beiden Spalten oder Reihen ergiebt. 

Die sechs Doppeltangenten, welche den ungeraden Charakteristiken 
entsprechen, sind einzeln den sechs Tangenten, die sich aus dem Doppel- 
punkte an die Curve vierter Ordnung legen lassen, zugeordnet, indem der 
Berührungspunkt jeder dieser Tangenten als Verzweigungspunkt derselben 





302 H. E. Timerding, über eine Raumcurve fünfter Ordnung. 


Charakteristik entsprechen soll wie die zugehörige Doppeltangente. So er- 
geben sich aber, indem man jede dieser Doppeltangenten mit der zugeordneten 
Tangente aus dem Doppelpunkte zusammennimmt, sechs Linienpaare, die 
als zerfallende Curven demselben Netze von Kegelschnitten angehören, und 
die sechs Doppeltangenten berühren selbst einen Kegelschnitt, währen. 
gleichzeitig ihre sechs Berührungspunkte mit diesem Kegelschnitte und ihr: 
zwölf Berührungspunkte mit der Curve vierter Ordnung auf einer und der- 
selben Curve dritter Ordnung liegen. Addirt man zu allen ungeraden 
Charakteristiken die nämliche, gerade oder ungerade, Charakteristik, so erhäli 
man die Charakteristiken von sechs Doppeltangenten, die wieder dieselben 
Eigenschaften haben wie die sechs zu den ungeraden Charakteristiken ge- 
hörenden Doppeltangenten. Sie bleiben den einzelnen Haupt- oder Ver- 
zweigungspunkten zugeordnet, von deren Charakteristiken die ihrigen sie) 
alle um eine und dieselbe Charakteristik unterscheiden, und bilden mit den 
zugehörigen 'T’angenten aus dem Doppelpunkte zusammengenommen sechs 
Linienpaare, die als zerfallende Curven zu einer Schar von dreifach be- 
rührenden und durch den Doppelpunkt gehenden Kegelschnitten gehören. 
Den Berührungspunkten dieser Kegelschnitte mit der Curve vierter Ordnung 
entsprechen auf der Raumeurve fünfter Ordnung die veränderlichen Sehnitt- 
punkte der Ebenen, die durch eine der den 16 Doppeltangenten zugeordneten 
Sehnen der Raumeurve gehen. Einen der Punkte in den beiden Grund- 
ebenen, die irgend eine dieser Sehnen verbindet, müssen auch die sechs 
Sehnen enthalten, welche in gleicher Weise der zugehörigen Gruppe von 
sechs Doppeltangenten entsprechen. Die zu einer solchen Gruppe von 
Doppeltangenten gehörigen Charakteristiken findet man sonach aus dem 
obigen Schema, indem man eine Reihe und Spalte herausgreift und die beiden 
gemeinsame Charakteristik weglässt. 


Die ebenen Projeetionseurven der Raumcurve fünfter Ordnung. 

Die Raumecurve fünfter Ordnung lässt sich einfach dadurch, dass man 
sie aus einem beliebigen Punkte des Raumes auf eine Ebene projieirt, in 
eine ebene Curve fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten verwandeln. 
Hierbei entsprechen den Sehnittpunkten der ebenen Curve mit einer geraden 
Linie immer die Schnittpunkte der Raumeurve mit einer Ebene, die dureh 
das Projeetionscentrum geht. Ist diese Ebene insbesondere eine Tangential- 


ebene der quadratischen Regelfläche, auf der die Raumeurve liegt, so ent- 
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hält sie von der letzteren ein Paar verbundener Punkte und ausserdem die 
Schnittpunkte einer Trisecante. Da diese Tangentialebenen einen Kreiskegel 
umhüllen, so giebt es in der Projeetionsebene einen Kegelschnitt, den wir 
als Grundkegelschnitt bezeichnen wollen, und die Tangenten dieses Kegel- 
schnittes enthalten je ein Paar verbundener Punkte auf der ebenen Curve 
fünfter Ordnung und ausserdem ein Punktetripel, das den Schnittpunkten der 
Raumeurve mit einer Trisecante entspricht. Andererseits aber lassen sich 
dureh die vier Sehnen der Raumeurve, die durch das Projeetionscentrum 
gehen, unendlich viele Kegel zweiter Ordnung legen, welche die Raum- 
eurve noch in je zwei verbundenen Punkten treffen. Daher werden die 
Paare verbundener Punkte auf der ebenen Curve fünfter Ordnung dureh 
die Kegelschnitte ausgeschnitten, welche die vier Doppelpunkte der Curve 
enthalten. 

Den 7 Schnittpunkten der ebenen Curve fünfter Ordnung mit einer 
Curve dritter Ordnung, die durch ihre vier Doppelpunkte geht, entsprechen, 
wie sich sofort aus dem Abelschen T’heoreme ergiebt, die Sehnittpunkte der 
Raumeurve fünfter Ordnung mit einer Raumeurve dritter Ordnung, welche 


die Trisecanten der ersteren Curve selbst zu Sehnen hat. Den 5 Sehnitt- 
punkten einer Ebene mit der Raumeurve entsprechen auf der ebenen Ourve 
fünfter Ordnung fünf Punkte, die mit den 4 Doppelpunkten zusammen die 
Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter Ordnung bilden, und diese 
Uurven dritter Ordnung treffen die Curve fünfter Ordnung noch in je einem 
Paare verbundener Punkte. Die 10 Punkte der ebenen Curve, die den 10 
Schnittpunkten der Raumeurve mit einer Fläche zweiter Ordnung entsprechen, 
sind zusammen mit den 4 Doppelpunkten auf unendlich vielen Curven vierter 
Ordnung enthalten, von denen jede wieder ausserdem ein Paar verbundener 
Punkte aus der Curve fünfter Ordnung ausschneidet. 

Man kann nun versuchen, aus der Erzeugung der Raumeurve fünfter 
Ordnung, wie wir sie zu Anfang gegeben haben, eine Erzeugung der ebenen 
Projeetionseurve herzuleiten. Hierbei ergiebt sich Folgendes: Sind in einer 
Ebene zwei beliebige Kegelschnittbüschel vorgelegt, so existiren im all- 
gemeinen drei gerade Linien, durch deren Schnittpunkte mit einem Kegel- 
schnitte des ersten Büschels auch immer ein Kegelschnitt des zweiten 
Büschels hindurchgeht. Auf diese Weise sind jedesmal die beiden Büschel 
projeetiv auf einander bezogen. Wenn man nun die Pole der geraden Linie, 
welche die projeetive Beziehung vermittelt, für irgend zwei entsprechende 
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Kegelschnitte, mit einander verbindet, so schneiden sich auf dieser Ver- 
bindungslinie zwei Paare gemeinsamer 'T’angenten der beiden Kegelschnitte, 
und diese Schnittpunkte beschreiben, wenn man die Kegelschnitte die beiden 
projeetiven Büschel durchlaufen lässt, eine Curve fünfter Ordnung mit vier 
Doppelpunkten, während ihre Verbindungslinie an einem Kegelschnitte ent- 
lang gleitet. Dies ist der Grundkegelschnitt und die Punktepaare der Ourve 
auf seinen Tangenten sind die Paare verbundener Punkte auf der Curve. 

Jeder Kegel zweiter Ordnung, welcher durch einen ebenen Schnitt 
einer quadratischen Regelfläche hindurchgeht, enthält noch einen anderen 
ebenen Schnitt dieser Regelfläche. Hieraus folgt, dass wenn man durch 
5 Punkte der ebenen Curve fünfter Ordnung, die den 5 Schnittpunkten 
der Raumeurve mit einer Ebene entsprechen, den durch sie bestimmten 
Kegelschnitt legt, derselbe die ebene Curve in 5 weiteren Punkten schneidet, 
die den Schnittpunkten der Raumeurve mit einer anderen Ebene entsprechen, 
so dass die Quintupel von Punkten auf der ebenen Curve einander paar- 
weise zugeordnet sind, indem zugeordnete Quintupel immer auf demselben 
Kegelschnitte liegen. Dieser Kegelschnitt wird aus der Ebene durch einen 
Kegel ausgeschnitten, dessen Spitze das Projeetionseentrum ist und der die 
quadratische Regelfläche der Raumeurve fünfter Ordnung in zwei Kegel- 
schnitten schneidet, sie also doppelt berührt. Da er damit gleichzeitig den 
aus dem Projeetionscentrum an die Regelfläche gelegten Tangentialkegel 
doppelt berührt, berührt sein Schnitt mit der Projeetionsebene den Grund- 
kegelschnitt in dieser Ebene doppelt. Der Grundkegelschnitt berührt die 
Curve fünfter Ordnung selbst in fünf Punkten. Diese fünf Punkte ent- 
sprechen den Schnittpunkten der Raumeurve mit der Polarebene des Projections- 
centrums für die quadratische Regelfläche. 

$ 6. 
\lgebraische Theorie der Curven fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten. 

Es ist nieht ohne Interesse, die hauptsächlichsten Eigenschaften der 
ebenen Curven fünfter Ordnung mit vier Doppelpunkten auch auf rein 
algebraischem Wege herzuleiten. Schneiden sich in den vier Doppelpunkten 
zwei Kegelschnitte, welche die Gleichungen 

g=0 und y=O 
haben, so muss die Curve fünfter Ordnung sich in der Form darstellen 


lassen 


(1.) up +2vyvtwW=(, 
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wo ua, v, w lineare Funetionen der Punkteoordinaten bezeichnen. 
Setzen wir 


( . 
- Be 
so dass 
(2.) gyAyv=(, 
dann wird die Gleichung (1.) 
(3.) ul +2ri+w—=(. 


Diese Gleichung stellt, wenn A einen beliebigen, aber festen Werth 

hat, immer eine Tangente des Kegelschnittes 

(4.) v” — uw = (0 
dar, welches der Grundkegelschnitt der Curve fünfter Ordnung ist. Die 
Gesammtheit dieser Tangenten ist auf das Büschel der „Hauptkegel- 
schnitte“ 

y—-iv=l, 

die dureh die vier Doppelpunkte hindurchgehen, projeetiv bezogen und 
erzeugt mit ihm die Curve fünfter Ordnung. Jede Curve fünfter Ordnung 
mit vier Doppelpunkten ist so das Erzeugniss eines bestimmten Kegelschnitt- 
büschels mit einem zu diesem projeetiven, bestimmten quadratischen Strahlen- 
büschel, und die Doppelpunkte der Curve sind die Grundpunkte des Kegel- 
schnittbüschels. Jeder Strahl des Strahlenbüschels schneidet den zuge- 
ordneten Kegelschnitt in einem Paare verbundener Punkte der Curve. 

Der Grundkegelschnitt berührt die Curve fünfter Ordnung in fünf 
Punkten. Um diese zu finden, addire man die mit « multiplieirte Gleichung 
(1.) zu der mit w° multiplieirten Gleichung (4.). Dann erhält man eine 
(Gleichung, deren linke Seite das Quadrat von up +ow ist. Durch die fünf 
Berührungspunkte des Grundkegelschnittes geht also die Curve dritter 
Ordnung 

(5.) up-+vw = 0 
hindurch, die ausserdem die vier Doppelpunkte der Curve fünfter Ordnung 
enthält und diese zuletzt noch in dem durch die Gleichungen # = 0 und 
v» = () bestimmten Paare verbundener Punkte trifft. Schreiben wir aber die 
Gleichung (4.) der Curve fünfter Ordnung in der Form 
up+tev)g+(ey+tevw)v=(, 
so sehen wir sofort, dass falls die Gleichung (5.) erfüllt ist und nicht zugleieh 
40* 
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v=( sein soll, auch 
(6.) cp +twv=( 
sein muss. Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt in der That, dass, 
wenn nicht gleichzeitig 9=0 und vw=( ist, 
ve —-uw = (0 


sein muss, und die beiden durch diese Gleichungen dargestellten Curven dritter 

Ordnung schneiden sich ausser den vier Doppelpunkten der Curve fünfter 

Ordnung noch in den fünf Berührungspunkten des Grundkegelschnittes. 
Jede Curve dritter Ordnung, welche durch die vier Doppelpunkte 

der Curve fünfter Ordnung hindurchgeht, hat eine Gleichung von der Form 

(1.) gay-pv=\, 
wo p und g lineare Funetionen der Punkteoordinaten bezeichnen. Sie ist 
das Erzeugniss des Büschels der Hauptkegelschnitte 


(2.) gy—-Iv=( 
mit einem zu ihm projeetiven Strahlenbüschel 
(8.) p-ıq=V. 


Die Strahlen dieses Strahlenbüschels ‘sind damit auch projeetiv auf die 
Tangenten (3.) des Grundkegelschnittes bezogen und erzeugen mit ihnen die 
Curve dritter Ordnung 
(9.) up +2epg+wf=(, 

welche in dem Sechnittpunkte der beiden geraden Linien p=0 und g=V0 
einen Doppelpunkt hat. Dieser Punkt liegt gleichzeitig auf der Curve (7.) 
und ist auf ihr durch die Grundpunkte des Büschels der Hauptkegelschnitte 
eindeutig bestimmt. Ausser diesem Punkte schneiden sich die beiden Curven 
(7.) und (9.) dann noch in 7 Punkten, und dies sind die Punkte, welche die 
durch die Doppelpunkte hindurchgehende Curve 3. Ordnung ausserdem noch 
mit der Curve 5. Ordnung gemein hat. 

Setzt man nun 
10 (P=upy+lotr)y, 
ne \F=(@-r)y+ww, 
wobei r eine beliebige neue lineare Function der Punkteoordinaten bedeutet, 
so kann man die Gleichung der Curve 5. Ordnung in der Form schreiben 


(11.) dy+PFy=0, 


und diese Gleichung lässt sich durch Elimination des Parameters 4 aus den 
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beiden Gleichungen 
(12.) PD + V—=0O und (2) g—-iIv=0 

gewinnen. Durch die erstere Gleichung wird aber ein Büschel von Uurven 
3. Ordnung dargestellt, das auf das Büschel der Hauptkegelschnitte projeetiv 
bezogen ist und mit ihm zusammen die Curve 5. Ordnung erzeugt. 

Die Grundpunkte dieses Büschels von Curven 3. Ordnung liegen 
alie auf der Curve 5. Ordnung. Vier davon sind deren Doppelpunkte. Für 
die übrigen fünf sollen die Gleichungen 


up+(e+r)v=(, 
e—-r)y+twy=0 
erfüllt sein, ohne dass gleichzeitig 9=0 und vw=0 ist. Dann muss 
(13.) (—uw)—r’=0 
sein, und dies ist die Gleichung des Kegelschnittes, der sich durch die in 
Rede stehenden fünf Grundpunkte hindurchlegen lässt. Aus der Gleichungs- 
form dieses Kegelschnittes ist sofort ersichtlich, dass er den Grundkegelschnitt 
(4.) e— uw —=( 
doppelt berührt, und die Verbindungslinie der Berührungspunkte hat die 
Gleichung r =. 

Der Kegelschnitt (13.) schneidet die Curve 5. Ordnung ausser den 
fünf Punkten, durch die er gelegt ist, in weiteren fünf Punkten. Diese bilden 
wieder mit den vier Doppelpunkten die Grundpunkte eines Biüschels von 
Curven 3. Ordnung, das auf das Büschel der Hauptkegelschnitte projeetiv 
bezogen ist und mit ihm die Curve 5. Ordnung erzeugt, und zwar ist dem 
Hauptkegelschnitte 9—Aw = 0 die Curve 

(14.) Pi +V = (0 
zugeordnet, wo 
(15) er = up+ (vo—r)y, 
l\?'=-(e+r)ytww 
zu setzen ist. Die beiden Büschel von Curven 3. Ordnung 

Pi, + V=0 und DPI + UV —-0 

sind mit Hülfe des Parameters 4 auch projeetiv auf einander bezogen, und 
da fürr=0 P=#P und #=%" wird, so schneiden entsprechende Uurven 
in beiden Büscheln die gerade Linie r = 0 in denselben Punkten; die beiden 
Büschel sind also zu dieser geraden Linie perspeetiv. Da ferner 

(16.) DVP — PP = 2r(up' +20yw + ww”) 
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ist, so erzeugen die beiden Büschel mit einander ausser der geraden Linie 
r=( die Curve 5. Ordnung. 

Addiren wir die beiden Gleichungen (12.) und (14.), so fällt aus der 
Summe r heraus und es ergiebt sich 


(17.) apy+tey)+@y+twy)=V0. 
Diese Gleichung, die aus der Gleichung (12.) oder (14.) hervorgeht, wenn 
man darin r=( annimmt, stellt wieder ein Büschel von Curven dritter 


Ordnung dar, das zusammen mit dem Büschel der Hauptkegelschnitte die 
Curve 5. Ordnung erzeugt, und zwar sind die fünf Grundpunkte dieses 
Curvenbüschels, die nieht in die vier Doppelpunkte fallen, die Berührungs- 
punkte der Curve 5. Ordnung mit ihrem Grundkegelschnitte. Dieses aus- 
gezeichnete CUurvenbüschel ist in der oben angegebenen Weise sich selbst 
zugeordnet. Die übrigen Büschel von Curven 3. Ordnung, deren Grund- 
punkte von den vier Doppelpunkten und fünf anderen Punkten der Curve 
5. Ordnung gebildet werden, treten aber zu Paaren, ?A+YF=0 und 
P'14.+ 7'= 0, zusammen, und zwar liegen die sämmtlichen Schnittpunkte 
je zweier entsprechenden Curven eines solchen Büschelpaares immer auf 
einer Curve des ausgezeichneten Büschels. 

Jede Curve »ter Ordnung, welche die vier Doppelpunkte der Curve 
5. Ordnung enthält, hat eine Gleichung von der Form 

vup—yy=V 

indem & und x Funetionen (»— 2)-ten Grades der Punkteoordinaten bezeichnen. 
Dieselbe Gleichung kann man auch in der Form schreiben 


© (php) — (2 -ko)y = 0. 

Soll die Curve nun das durch die Gleichungen 
g—Iv—=h, ub +2vl+w= (0 

bestimmte Paar verbundener Punkte auf der Curve 5. Ordnung enthalten, 
so muss 

z-ko= (ul +204-+W)0 
werden, wo # eine Funetion (a— 3)-ten Grades der Punktcoordinaten bedeutet. 
Macht man nun weiter 


n=9-+w(uL-+o), 


so lässt sich der Gleichung der Curve »ter Ordnung die Form geben 
18) ng@-Ay)— apytoey)itßepytuy)d=N, 
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und die durch diese Gleichung dargestellte Curve hat die Kigenschaft, ausser 
den vier Doppelpunkten ein Paar verbundener Punkte auf der Öurve 5. Ordnung 
zu enthalten, welches auch die Funetionen n und # sind. Lässt man A 
allein variiren, so verändert sich nur dieses Paar verbundener Punkte, welches 
die Curve enthält, während alle ihre übrigen Schnittpunkte mit der Curve 
5. Ordnung ungeändert bleiben. Setzt man nämlich 

(| P=(up+ow)ö+nw, 


| VD=(ey+tww)d—ny, 
so dass die Gleiehung (18.) sich schreiben lässt 


(19.) 


(20.) PL+Q=0, 
dann wird 
(21.) Py+0Qvw = (up +20pyw+ ww)®, 


wofür man auch 
P(py—-4kw)+ (PA +QO)w = (up +2v2yw +ww”)d 
setzen kann. Die Schnittpunkte der beiden Uurven 
PI+Q0=V0 und up +2vyv+twew —=0 
bestehen also aus dem Paare verbundener Punkte, das auf dem Hauptkegel- 
schnitte 9—-Aw=0 liegt, und aus Punkten, für die ?P=0 und damit auch 
0=0 wird, die also von dem Werthe des 4 nicht abhängen. Wie aus der 
Identität (21.) hervorgeht, erzeugt das Uurvenbüschel PA+Q=0 mit dem 
zu ihm projeetiven Büschel der Hauptkegelschnitte 9—/y=0 die Uurve 
#=0 und ausserdem die Curve fünfter Ordnung. 
Bildet man nun nun weiter die Functionen 
9 f P' = up+vw)d—nw, 
RR I0' = epy+tww)d+ny, 
so ergiebt sich 
(23.) PQ—-PQ = 270 (up +2vyw+ww”). 
Die beiden projeetiven Öurvenbüschel 
PA+0=V0 und P+0(0'=0 
erzeugen also mit einander die Curven „=0, #=0 und die Curve fünfter 
Ordnung. Da 
(PR +Q)—- (PA +Q) = 2n(p—hy) 
ist, bestehen die Schnittpunkte der beiden Curven 
PA+HQ=0 wid PIi+0=0 
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aus allen Punkten, in denen eine dieser Curven von der Curve n=(0 ge- 
troffen wird, und 2» Punkten, die auf dem Hauptkegelschnitte — Aw = 0 
enthalten sind. Vier davon sind die Doppelpunkte und weitere zwei ein 
Paar verbundener Punkte, die übrigen 2(»n—3) Punkte dagegen werden 
durch die Curve #=0 ausgeschnitten. 
Unter den Grundpunkten des Uurvenbüschels 
PL+Q0=0 

sind die vier Doppelpunkte enthalten, für deg=0 und v=0 wird. Sollen 
aber die Gleichungen P=0 und Q=0 oder 

ug + ed +n)v=(, 

ed —n)y+wdv=0 
erfüllt sein, ohne dass g und y beide verschwinden, so muss 

(24.) v—- un)" =0 
werden. Das ist die Gleichung einer Curve von der Ordnung 2 (n—2), 
welche den Grundkegelschnitt 0 —uw = 0 überall berührt, wo sie ihm be- 
gegnet und ausserdem durch alle Schnittpunkte der Curven 9=0 und 
n= (0 doppelt hindurchgeht. Diese (a —2)(n—3) Punkte gehören aber 
gleichzeitig zu den Grundpunkten des Curvenbüschels 
PiL+Q0'=0, 
während die übrigen Grundpunkte dieses Büschels, sofern sie nicht in die 
Doppelpunkte fallen, von denen des ersten Büschels verschieden sind, aber 
ebenfalls auf der Curve (24.) liegen. 
Schreibt man die Gleichungen ?P=0 und Q=0 in der Form 

ug+ew)d9+wun=(, 

ey+uoy)d—yn=(, 
so sieht man sofort, dass, wenn nicht # und n gleichzeitig verschwinden, 

up +2vyy+ww = 0 
sein muss. Die Grundpunkte des Curvenbüschels PA+Q=0 liegen also 
alle auf der Curve fünfter Ordnung, ausgenommen die Schnittpunkte der 
Curven „=0 und 9 =(, 


Wir wollen zum Schlusse noch die Schnittpunkte der Curve fünfter 
Ordnung 


(1.) up +2veyv+uow =(0 


mit einer anderen Uurve fünfter Ordnung, welche dieselben vier Doppel- 
punkte besitzt, ins Auge fassen. Ist diese letztere Curve in der Form 
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dargestellt 

(25.) up +2ryv+twWwW=(, 
so können wir aus den vorstehenden beiden Gleichungen sofort die folgenden 
ableiten 


(26.) 


.) f ge BEE: m mn f ‚ Br ar n ) 
| Zl\ue-uv)Y uw-uw)v—=V\, 


| Ww—-uw)p+2(ww-vw)w = (. 

Dieselben stellen zwei Curven vierter Ordnung dar, welche dureh alle 
Schnittpunkte der beiden Curven fünfter Ordnung, aber auch durch die 
mehrfachen nur einfach, hindurchgehen. Da man die erste der Gleichungen 
(26.) erhält, indem man die mit « multiplieirte Gleichung (25.) von der 
mit # multiplieirten Gleichung (1.) subtrahirt und die Differenz durch w 
dividirt, so muss sie erfüllt sein, wenn 

u — (0 und ug +2vegw+- ww — ( 

ist, ohne dass # verschwindet. Die Curve vierter Ordnung enthält also von 
der ursprünglichen Curve fünfter Ordnung noch ein Punktetripel, das aus 
ihr durch die Verbindungslinie zweier verbundener Punkte ausser diesen 
noch ausgeschnitten wird. Gleiches gilt dann von jeder Uurve des 
Büschels, das durch die beiden in (26.) dargestellten Uurven vierter 
Ordnung bestimmt wird. Von den Grundpunkten dieses Büschels liegen 


13 auf der Curve (1.), 4 davon sind ihre Doppelpunkte und die anderen 


9 ihre weiteren Schnittpunkte mit der Curve (25.) Die drei letzten 
Grundpunkte des Büschels sind die gemeinsamen Punkte der drei Kegel- 
schnitte 

(27.) uvc—uv =0), ww-un =), vw-evw =\. 


Es ergiebt sich noch eine Curve vierter Ordnung, welche durch 
diese drei gemeinsamen Punkte doppelt hindurchgeht und ausserdem die 
neun einfachen Schnittpunkte der beiden Curven fünfter Ordnung enthält. 
Diese Curve vierter Ordnung hat die Gleichung 

(28.) 4(vv-uv)vw—vw) —- (Ww—-uw) = (0, 
die in der That die Bedingung dafür ausdrückt, dass die beiden Gleichungen 
(26.) befriedigt sind, ohne dass p und ıw gleichzeitig verschwinden. 
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Die Formen der Vielflache. 
(Von Herrn O. Hermes in Steglitz.) 


(Hierzu eine Figurentafel.) 


E. Die Neuneckflache. 


In 122. Bande dieses Journals sind zur Anwendung der Flächen- 
und Eekenformeln bei Darstellung von Vielflachen und Vielecken zuletzt in 
den s$ 54—59 die Körper mit gleichviel Ecken und Flächen, die Vieleckflache, 
mit Einschluss der Achteckflache, behandelt worden. Wird das dabei ange- 
wandte Verfahren der polaren Zusammensetzung auf die Herstellung von 
Neuneckflachen ausgedehnt, so ergeben sich 51 verschiedene autopolare 
Neuneckflache und 35 Paare von parapolaren Neuneckflachen, von denen aueclı 
mehrere bei der polaren (wechselseitigen) Zusammensetzung gleichwerthiger 
Vielflache und Vielecke sich wiederholen. Neue autopolare Vieleckflache 
kommen hierbei nieht zum Vorschein, jedoch weitere 86 Paare parapolarer 
Neuneckflache. 

Das Verfahren von Kirkman ($S 0) führt ebenfalls zu denselben 
autopolaren Neuneckflachen, und eine andere in $ 71 besprochene Methode 
zwar zu mehr als 500 Neuneckflachen, unter denen jedoch neue autopolare 
nicht vorkommen, wohl aber drei neue Paare von parapolaren Neuneck- 
flachen. Endlich hat sieh die Anzahl der letzteren noch durch gleichviele 
bei Vergleichung ihrer Körperformen ergänzen lassen. 

Zunächst handle es sich um einige allgemeine Eigenschaften der Viel- 
ecktlache, zum Zweck ihrer Eintheilung. — 


$62. Für ein »-Ecekflach, d.h. wenn e=/f=n gesetzt wird, und 
demnach die Kantenzahl k=2(r—1) ist, erhält der Satz I. in $ 14 (vergl. 
auch $ 44) die Form 
(1.) n=Zm—3u+4, 
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„EL, 
ei 


wo, wenn man das »-Eckflach als Vielflach auffasst, Im die Gesammtzahl 
der Kanten aller mehr als dreikantigen Ecken und « die Anzahl dieser 
Ecken selbst bedeuten. Daraus ergiebt sich, dass die Flächenzahl eines 
Vieleckflachs wesentlich von dem Werthe des Ausdrucks (Im — 5.) abhängt. 
Beispielsweise ergiebt sich sofort, dass die Flächenzahl » ungeändert bleibt, 
wenn eine fünfkantige Ecke (e;) durch zwei vierkantige (2e,) oder e, durch 
3e, oder durch e,-+e, u.s. w. ersetzt wird. Nennt man Systeme von 
mehrkantigen Ecken, die einander zu ersetzen vermögen, ohne dass die 
Flächenzahl des zugehörigen Vieleckflachs geändert wird, gleichwerthig ( 

so hat man 


:» 
e - 46, 
Du > | 
e., O6 { 1 e; 
e-=4e, = e,+e, = 2e, e, + 2e;; 
allgemein 
(II) ae, +ße,+tye, +. = ae + Pıe,+t Ye, 
wenn 
r n > r 4 [2] f N |) ı s N 
EEE NIS BE PP FF I 
7 | J m, n | mr | .) Ar ) 
= (O,h, m Pt, u 214 Tor se 3 a+rPpıtY: -. 


WO 4, 20, &4 Dry... beliebige ganzzahlige Werthe, Null nieht ausgeschlossen, 
En 2 ie ei 

Entsprechende Folgerungen ergeben sich, bei Vertauschnng von e 
mit /, wenn man von dem r-Eckflach als Vieleck ausgeht. 

Hieraus lässt sich eine unmittelbare Anwendung auf die verschiedenen 
Darstellungen der Vieleckflache bei gegebener Eeken- und Flächenzahl 
machen. In der That, handelt es sich um die Neuneckflache, so gehören zu 


diesen, als der achtseitigen Pyramide (e,-+ Se,) gleiehwerthig, 


et + ts ee tes +is =, +2e,+6e, 
2e,te,+be, = e, + 3e, + de; de, + te,, 


oder wenn man zur leichteren Uebersicht den einfachen Zahlen die Be- 
deutung von Kantenzahlen der Ecken, oder bei autopolaren Neuneckflachen 
der Flächen, beilegt, weil die Anzahl der dreikantigen Ecken (oder Flächen) 
leicht zu ergänzen ist, so zerfallen die autopolaren Neunecktlache in die 
folgenden sieben, leicht zu unterscheidenden Fälle 

(8); (74); (65): (644); (554): (5444); (44444). 
41* 
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Bei den parapolaren Neuneckflachen aber ist für jedes einzelne die 
Anzahl der mehrkantigen Ecken und Flächen besonders anzugeben. Dem 
entsprechend zerfallen die durch polare Zusammensetzung derselben oder 
wechselseitige Zusammensetzung polarer gleichwerthiger F- und E-Körper 
($ 59), also abgesehen von den Ergänzungs-Vieleckflachen in $ 72, in vierzehn 
verschiedene Arten, nämlich 

(74, 644); (74, 554); (65, 644); (644, 644); (65, 5444); 

‘644, 554); (554, 554); (644, 5444); (554, 5444); (644, 44444); 

(554, 44444); (5444, 5444); (5444, 44444); (44444, 44444); 
wo also beispielsweise unter (644, 5444) alle parapolaren Neuneckflache 
zusammengefasst werden, welche als mehrkantig entweder eine sechskantige 
und zwei vierkantige Ecken und eine fünfkantige und drei vierkantige 
Flächen, oder eine sechskantige und zwei vierkantige Flächen und eine 
fünfkantige und drei vierkantige Ecken enthalten. — Parapolare Vieleck- 
flache mit gleicher Flächen- und Eekenvertheilung, wie (644, 644), stimmen 
zugleich in der Anzahl und Art ihrer Flächen und Eeken überein, sind aber. 
wenn sie nicht demselben Paar angehören, ganz verschieden. 

$63. Wenn von einem Vieleckflach die mehrkantigen Ecken (Flächen) 
ihrer Anzahl und Art nach gegeben sind, so ist auch die Ecken- (Flächen-) 
zahl bestimmt. Ist z. B. bekannt, dass unter den Flächen des Vieleckflachs 
einzig ein fs als mehrkantig vorkommt, so ist das Vieleckflach eine acht- 
seilige Pyramide; denn fs ist ($ 62) gleichwerthig 5/,, dazu die obligaten 
vier Dreiecke giebt ein Neuneckflach, begrenzt von fs und $fß, d. i. die 
Pyramide (8.); — oder (fs, f;) Ist gleichwerthig mit 3f,,2f,4f) = Of 4; 
d. i. dem Neuneckflach (6,5); — ebenso ist (5, 4) = (2f,,f,4f;) ein Sieben- 
echflach (f,, f, > fs) U. 8. w. 

Also ist durch die Anzahl und Art der mehrkantigen Ecken (Flächen) 
eines Vieleckflachs zugleich die Anzahl seiner dreikantigen Eeken (Flächen) 
bestimmt, — eine Eigenschaft der Vieleckflache im allgemeinen, die bisher 
ausschliesslich den Pyramiden beigemessen worden ist (vergl. $ 72). 

Ein Vieleckflach (4, «, v) ist gleichwerthig mit 

.—5+u—5+r—5)u+4u = A+u+rvr—55)u,+4u;, 
wo 4a, den obligaten dreikantigen Ecken (Flächen) zugehört, hat also 
(4+u-+v—3-3+4) Ecken (Flächen). So ist die Ecken- (Flächen -)zahl 
der Vieleckflache 


‘ON ui ) ‘) l \ 
(9) —— (5 er 1-5+4), 
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1,)=(7+4—2-.3+4), 
6,4,4)=-(6+4+4—-35-.5 +4), 
(4,4,4,4,4)=(44+-4+4+4+4-5-5+4 
durchweg gleich 9. 

Ist A +u+r=12, d.h. ;=u=rv=4, so ergiebt sich, entsprechend 
dem früheren Satz über Vieleckflache, die ausser von dreikantiren Keken 
(Flächen) nur von vierkantigen Ecken (Flächen) begrenzt sind ($ 62 

118 -8:53457 

S64. Die einfachsten Vieleckllache sind die autopolaren, deren 
Keken- und Flächenformeln dieselbe Form haben, und deren einzelne Arten, 
weil in ihnen auch die KEeken und Flächen ihrer Anzahl und Art nach über 
einstimmen, durch dieselbe Gruppe von Ecken- oder Flächenzahlen definirt 
werden. Die autopolaren »-Eckflache sind für die Werthe „=D bs n=S8 
in den SS 54-56 zusammengestellt und hergeleitet worden. Der nunmehrigen 


Kintheilung entsprechend haben sich ergeben als autopolare r-Kektlache: 


( s 
N 


Füra=5...c(4) d.i V,1 ($20), die vierseitige Pyramide, 
Füra=6...(5) di. VI,1, die fünfseitige Pvramide: 
(4,4) d.i. VI,,1 ($ 21). 
Für a=1t...c(6) d.i VIl,, 1, die sechsseitige Pyramide; 
9,4) d.ı. VI11,7; 
4,4,4) d.i. VII,, 2; VII,,3; VII,,4; VII,,5 ($ 22). 
Bras=B,.. dB d.ı. VIII, l, die siebenseitige Pyramide; 
(6, 4) d.i. VIII, 42; 
(6,5) d.i. VIIl,, 87; 
(5, 4,4) d.i. VIII,, 32; VIII,, 33: VIII, 35; VIII, 36: 
VIIl,, 38; VII,, 51; VII,, 52: VIIN,, 54; 
(4,4,4,4) d.i. VIII, 11; VIII, 12; VIII,, 13; VIIL, 19: 
VII,, 20 ($ 23). 
$ 65. Zur Darstellung der autopolaren Neunecktlache durch polare 
Zusammensetzung dient ebenfalls der in $ 53 hervorgehobene Satz (A 
oa=-fh=k-n—1), 
wo &=f, die Ecken-(Flächen-)zahl des durch die Zusammensetzung ge- 
wonnenen autopolaren Vielecktlaches, % die Kantenzahl der zusammenzu- 
setzenden polaren Körper K, und RK, und » die Kantenzahl bedeutet der 
Fläche, über der, oder der Eeke, mit der die beiden Körper X, und K 


vereinigt werden (vergl. auch $ 54). 
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Zur Uebersicht solcher polaren Zusammensetzungen diene 


Tabelle: 


©, — fü = k—(n— 1). 





die folgende 








Für: ist % Für werden rn und e=f, 
IV. 5 IV, i 3 4 
V 9 V, 4 6 
Gr 3 { 
v. ie) Ti, 4 h) 
V,, la B) 6 
VI, 12 3 > S 
VI,, la 4 ' 
VI. 1b 3 10 
N 4 N) 
im 10 IR 5 6 
VI,1a 3 S 
3 11 VL, 2 5 fi 
VI, 2a 4 S 
V], 2b und 2c > 9 
VI,3 11 \1.,5 und 3a 4 3 
VI, 3b 3 & 4 
Vl,1 10 a3 4 T 
VI,, la und 1b B #7% g 
v3 ') im B) fi 
VI, 15 VI, 1—VIl, 5 6 10 
3 12 vn, 3 6 \ 
VII, la Be 10 
ViL,2 13 vlI,2 6 S 
VII, 2a 4 10 
VvIiL,3 i4 VII, 3 6 ) 
VII, 3a > 10 
\II,4 14 VI, 4 6 I 
VIl,, 4a 4 11 
N Ba - 14 VII,5 6 3) 
VIIL, 5a m, 10 
VII, 6 14 V\1I,6 5 10 
“10.39 13 VII, 11 > ' 
VII, 11a 4 10 
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= h=k-@a-1). 


die Formen der Vielflache. 





Für: 


Ist 


k 


Für: 





n und e 

VII, 1 13 VB,J Ö | 
VII, la | 10 

Tr. 8 15 Vil, 2 5 Q 
i VIL, 2a t 10 
VIl,, 3 15 VII,, 3 D ) 
VII. 3a 4 10 

VIL, 4 15 VI, 4 5 Ö 
VII, ka 1 10 

VII, > 15 VII, > und .) Du 
VII,, 5b 4 10 

VII, 6 13 TER, 6 5 () 
VII, a 4 0 

zu. 8 12 VII, % 5 g 
VIl,, 7a { Q 

VIL, (b—if 3 10 

VI, 8 15 VII, 8 5 Q 
VIL,, 3a 4 10 

Vil,, 9 15 vil., 9 } 10) 
VII,, 10 13 VIL,, 10 \ 10) 
\I.,1l 12 \Il,, 11 \ 
VII, 11b B 10 

VII, 12 VIL, 1 5 = 
\IL. la \ ) 

VIl,, Ib bis ) 10 

vVIl, 2 12 VII. 2 und : 4 ') 
VII. 2b und : ‘) 10) 

ViL,3 12 VIL. 3 bis 31 4 Ö 
VII. 3e bi . 10 

VII, 4 12 VII. 4 N ) 
VII. 4a und : > 10 

v».,.08 11 var. 5 4 S 
Vll.. 5a bis ) y 

VII, 6 12 VII, 6 | 1, 
VII., 6a und 6b 3 10) 

Eu... 11 van; 1 4 S 
\II, la und 1b > ) 

VIII, 1 14 VIll, | { = 








VII, la 
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@,, = /, — k—(n Bi 1). 








Für: ist A Für: werden z md 8,=f, 
VIII, 2 15 VIIL, 2 ji 7 RR BER 9) 
VIII, 2a u Big 12 
VIIL,3 15 VII, 3 BR 10 
5 vH, 1 % u ‘) 
VIII,, la i Ms 12 
VIlL, 42 „ 14 VIII, 42 u a wi ' 
VIII,, 42a n 4 |, 11 
VEEL,® 7, 8 VII,, 8 3 B i% ' 
VIll,, 8a L u |, 11 
\IlI,, 50 13 VIII,, 50 r. > I 
VIII,, 50a bis S0d E15 11 
vi1,98°,. 2 VIII, 69 ! “ 1% 10 
IX, 1 0 IX, ] i 4 ' 





Anmerkung. Bei den Pyramiden IV,, V,,1, VIL,1, VIL,1, VIIL, 1, 
IXN,, 1 ist die polare Zusammensetzung über der Grundfläche ohne Be- 
deutung. 


$ 66. Die durch polare Zusammensetzung entstehenden autopolaren 


Neuneckflache sind, in ihren Ecken- oder Flächenformeln dargestellt: (vergl. 
die Figurentafel.) 


ron 

). 
ri Q. 2 ) N ) ) ) » > Q \ 
IX, (8: ) ,,; 9 6 be 0 a) 


IX, (6, 2 4.» 3,5 4,, 5, 4 ), h,, ), 3,2 Ö,, .) 
RR ER Ei u EEE 
IX, (6, 4, 5 ’ 1,» 4,3» 5 5, v A 5» 3,)- 








IX. 
IX. 
IX. 


IX... 


IX .. 


en 


dx. 


” En 





IK. 4 


IX... | 


IX... 
IX „,. 
IX... 
IX... 
IX ;;. 
IX... 
IX ;;. 
I 


„ 


°‘ 
2b* 


IX... 
iR, 
IX, 
IX,.. 
IX,.. 
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Im ganzen 51 verschiedene autopolare Neuneckflache in 83 
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K, 


N BE RE WE | 


ii ri a | 


. 
- 
-. Te ar R 
R e \ 
. » 
ur De 
P 
P 


i 45 ) 2» 239 ’ 12? ? i 


-_ 
— 
— 
. * .. > P 
Ps — -_— pen . 
v \ 
” r . . » 
. 
— 
— 


schiedenen Formen, die sich durch polare Zusammensetzung ergeben: 


IX, aus IX,1 (Anm. zu $ 66). — IX, aus VII, 7a. — IX 


VIII, 42. — IX, aus VI, 


VII, 


2. — 


IX,, aus VIIL. 42: VIII. 42. — IX, aus VIII, 42. IN 


Vl.. 1: 
VII,,4; VII,,5: VIL, 7a; VII. Be. 
— IX, aus VII,, 7a; VII, 2a. 


d. nn 


aus VIII,, 8. 


I. au Vi 2b; VIL.5: Vil,, 4: VA, Od. 
In... 00: Vi Su, VIEL. 4 VIE.65 VIL.Das; VI. De: VIH,. 
— IX, aus VI, 2e:; 
aus VL;:8b: VIL 11: VIL. 8: VIiL.5: VIL. Da; VIL, 1b. 


IX,, aus VI,, la; VL, 2b; VII,, 5b. IX. 
- IX, aus VII,, 7a; VII,, 1 


IX.- aus VII,, 11a. 


Vil.;4: VIL,5a; Vil.,6; VII, Da. 


IX. aus VL,.3b; VIL.D; VIL,5; VI,5a; VIL,1Db. 


aus VIL, 3; 


VII.,4; VIL,6. — IX, aus VIL, 3; VL,,3. 
IX,, aus VIL,3; VII.,4; VIL,,2; VIl,, 5a. 


2b; VII,,6; VIL,,5b; VII„5d; VIIL, 
VIII, 50. — IX, aus VI, 2b; VIIL,2; VIIL,50. — IX, aus VIL,4: 
IX, aus VIlL,,5; VIL, 11; VIU,50. — IX; 
VII,, 1a; VIIL, 42. — IX, aus VII,, 5b; VIIL,2; VIII, 42. 


aus 


aus 

alis 
la. 

IA 


h. 


IX 


IX, 


IX.- aus VII... 5: 


Vor. 8 — IX. aus VIL.5. — IX. ans VIL., 5; .Vil,. 3; VLL, 5: 


VI, 


9a. _ 


IX, aus VIL; 5: VIL,, 3; VILL,, 8. IX, 


Aus 


VII, 11; VIL, 1b; VII, 8. IX. aus VIL, 11; VIL,2; VIL,5. 





42” 
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- IX,, aus VIL, 3; VIIL,8 — IX, aus VIL, 6; VIII, 1. 
IX,, aus VII,, 11; VIIL,, 3a. — IX, aus VIl,, 11a; Vill,, 8. 
IX,, aus VII,, 11a; VIl, 5a; VIII, 1. — IX, aus VIl,, la; 
VII,, 3b; VIL,5b. — IX, aus VII, 2; VII, 4 — IX. aus 
VII,. 3a; VIII, 1. — IX, aus VII,, 3b. — IX, aus VII,, 6. — 
IX,, aus V]J,,2; VII, 3; VIL, 5a — IX, aus VIL, 4; VII,, 
VII,, 8; VIL,, la. IX ,, aus VIL,4; VII, 2. — IX, aus VIIJ,;, 
VI. 3; VHB,.8; VIE 3; VIR,& — IX, am VI, 8: VE. 6: 
VIl,, 3b; VIL, 1b. — IX, aus VIL, 6; VII, 8; VII, 2a; VII,, 3: 
VIL,1ia.. — IX, aus VIl,2; VIL, 3b. — IX, aus VII, 3: 
VII,, 3a; VII,,6. — IX, aus VII,, 3a. 

$ 67. Durch wechselseitige Zusammensetzung gleichwerthiger F- und 
E-Körper ($ 59), deren Anzahl sich hier auf mehr als hundert Paare beläuft, 


wm W 





2 nz 
” 


ergeben sich mehr als tausend, meist parapolare Neuneckflache. Autopolar 
sind nur die folgenden, bereits in S 66 dargestellten: 
IX, aus VIL, 7a und VII,, 4; VIL,5b und VII,, 5d. — IX, aus 
VII,, 7a und VII,, 2a. — IX, aus VII, 7a und VIL,, 3. — IX, 
aus VIl,, 7a und VII,,6. — IX, aus VIL, 7a und VII,, 3b. — 
IX,, aus VIlI., 7a und VII,, 2. — IX, aus VII,, 11a und VII,, 4. 
— IX, aus VIl,, 11a und VII,, 1a. — IX, aus VII,, 1la und 
VlI,. 2. — IX, aus VIl,,5a und VIl,, be. — IX, aus VIL, 11 
und VIlI,, 3. — IX,, aus VIL,,2 und VII,, 3. — IX,, aus VI],, 4 
und VII,6; VII, 7a und VII, 2; VIL, 11a und VII, 4 — RR, 
aus VII,, 11a und VIlI,, 2a. — I\,; aus VII, 7a und VII,, 6: 
VII, 11a und VII, 3a. — I\, aus VII,, 2 und VII, 6. — IX, 
aus VII, 11 und VIL,, 3. — IX,, aus VIL,, 5a und VII,, 6; VIL,, 1a 
und VIL,, 3b. — IX, aus VIL,, 4 und VI, 6: VIL,, 7a und VII,, 4: 
VIL, 11a und VIL,,2; VIL,, 1a und VII,, 3b. — IX,, aus VII,, 3 
und VIlL,5; VIL, 7a und VIl,, 3a; VIL, 11a und VII,, 6a. — 
IX,, aus VII,, 4 und VII,, 6. — IX, aus VIL,3 und VII, 6: 
VIl,,4 und VII,,5. — IX,. aus VIL,5a und VII, 6: VIL, 11 
und Vll,, 2. — IX, aus VII, 11 und VII, 2. — IX, aus VII, 2 
und VIL,, 3b. — IX, aus VIL, 7a und VII, 3a; VIL, 11 und 
Vil,, 3a; VIL, 1la und VII, 3a. — IX,, aus VIl,, 5a und VIl, 8: 
Vil,,5b und VII,, la. — IX, aus VIL, 3 und VII, 5a: VII, la 
und VIl,, 3a. — IX, aus VII, 2 und VII,8 — IX, aus VI,, 6 
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und VIL, 8: VII, 2 und VII. 3b; VII, 2a und VII,, 3b: I\., aus 
VII, 2 und VIL, 3; VIL, 3 und VII, 6: VIL, 3 und VIl,, 8. I\., 
aus VIL. 3 und VII, 8: VII, 2a und VIL, 3a: VIll,3 und VIl,, 6. 


Noch ist zu bemerken. dass die Vieleckflache dieses Paragraphen 
doppelt zählen, so dass also beispielsweise für das autopolare Neunechflach 
IX,, sich, abgesehen von der Flächen- oder Eekenformel ($ 66), seiner 
Entstehungsweise entsprechend, bei polarer oder wechselseitiger Zusammen- 
setzung elf verschiedene Darstellungen ergeben. 

Bei polarer Zusammensetzung von 

vil, ıt: 5.3:;4: 
van. (2 3,8430 0 ur, 3, dl 


[OBER 


VE.D: (4,3..:3,5,3,4,8+1, 43 @+D, 4, 3, d, 3,4; 3. 4 
und bei wechselseitiger Zusammensetzung von 
F. VIL,,4 und E. V1l,,6; F. VII,,6 und E. VIlL, 4: 
IE BrD u ji DA Id 4 
(2, 3,53, @ +1), 4, 3, 4, 4;5@ +1), 4. 4, 3, 5, 3; 3, —4 
F. VII, 7a und E. VIL,4: F. VIL,4 und E. Vll.. 7a: 
4,3,3;:5,38,8+9),5, @ +1,54. 3 Lu 4 +2), 45 Bar ds 3 
8.,4,3:849, 4, 4..984.,4:@84+1),5, &+D,. 3, 5; 3, I 4 
F. VIl,, 1la und E. VIL,2; F. VIL,2 und E. VIL, 11a: 
du 355 Ari), I dB +N.: 45 BB +tdn 5 u I dr | 
4, 458,8,42,4,8+29.4; (+1), 3, 4, (4+1), 4; 3 Du 3, 


F. VII,, 1a und E. VIil,, 3b; F. VIL,3b und E. VII, la: 
5.4, 3:8,5,8,4.80+#1),.,45 842) ,4,3: + Dan; 3.2 dr 3 4 
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ww 
PR 
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nen 
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ww 


2. 28.040.844. 0879.2:8+1),.;,4;3,5,8.%:3,4,8 


S 685. Parapolare Neuneckflache. 

In dem folgenden Verzeichniss von parapolaren Neunecktlachen. 
deren Entstehung in $ 70 angedeutet ist, ist bei denjenigen Neuneckflachen. 
welche mehr als eine Fläche oder Ecke mit höchster Kantenzahl enthalten, 
nämlich bei denen mit den Gruppen (554) und (44444), für welche im all- 
gemeinen zwei, bezüglich fünf Formen hätten verzeichnet werden müssen. 
zur Abkürzung nur eine einzige angeführt worden, jedoch durch einen Index 
angedeutet, wie viel verschiedene Darstellungen das betreffende Ecekflach 
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gestattet. Die parapolaren Neuneckflache treten alsdann durchweg paar- 
weise auf, unterschieden durch die Bezeichnung a und b. Ihre Formeln 
können etwa als Flächenformeln aufgefasst werden; bei ihrer Deutung als 
Eckenformeln tritt nur eine Vertauschung der zu a und b gehörigen Körper 
ein. Die nicht verzeichneten Formen, ihrer Anzahl nach 199, sind ohne 
Schwierigkeit zu ergänzen. 


Parapolare Neuneckflache. 


A. (74, 644). 
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Die Entstehungsweise dieser parapolaren Neuneckflache 


geht aus der folgenden 
$$ 66, 67): 

‘a und VIl,, 11 
7a; VII.,, 
VIll,, 42; VI, 
ViL,1b; VII], 
V1l,, 3a. 

\ıll,, 42 


V1ll,, 42 und VIII,. 


VIL.7a und VII.. la 
ll und VIlI,, la 

‘a und \ Il, 11a. 
4 und V1l,,5; VIR,, 


Vhlzı 


7a und VIll.. 3: VII.7a und 


S: VIl,, 1la und VIl.. la 
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E,2 aus VIII,, 42 und VIIL,, 8; VIL, 7a und VIl, 11a. 
F,1 . VIL,5; VIL,4 und VIl,5; VIl,,7a und VIL, 11; VIL, 7a 
VIL, 11a; VIL,11 und VIl,, 3. 
VIIL,, 42 und VIII, 8; VIL, 11 und VIl,, 11a. 
VIL,7a und VIlL, 1la; VIlL, 7a und VIl,, la; VIlL, la 
VIl,, 6. 
. VH,, 7a und VIl,, 11a; VIIL,, 42 und VIIl,, 8. 
VIl,, 7a. 

‚\V1,,5b und VIl,, de. 

V1l,,4; VIL,2 und VIl,,5; VIL, 7a und VIl, 2; VIL, 7a und 
V1l,,2a; VIl,, la und VIL, 3a; VIl,,5a und VII,, 5e. 

. V1,2b und Vl,, 2e; VIL,, 4a und VIl,, 5a; VIl,, 5a und VIJ,, 6a; 
VI1l,, 11 und VII, 4; VIL, 5a und VIlL,, 5b; VIl,, 5a und VII,, 5d; 
VIHI,,2 und VIII, 1. 

. VIL,,5 und VIl,,5a; VII, 7a und VIl,, 3; VIL, 7a und VII, 3a; 
VI1l,, 11 und VIl,, 11a; Vll,, 11 und VIl,,6; VIl,, la und VII, 3; 
V1ll,,42 und VIIL, 8. 

VIl,, 4 und VIL,, 5a; VIl,, 7a und VIl,, 2; VIl,, 7a und VIII,, 2a; 
VII, 11 und VIL,3b; VIL,,5a und VIl,, 5b; VIIL,2 und 
VIH;, 1. 

‚ VII, 4 und VIl,, 5a; VIl,, 7a und VIl,, 3a; VI], 7a und VII,, 3b; 
VIl;,, 1a und VII,, 3; VII, 5b und VIl,, 5e; VIII,,42 und VIIL, 8. 
VII, 3 und VIL,5; VII, 7a und VIL,4; VIL,,5e und VII,, dd. 

. V1,2b und VL,3b; VIL,3 und VIlL,, 5a; VIL,5 und VII, 5a; 
VIl,, 1a und VIl,, 4; VIL, 5b und VII, 1b; VIL, 5d und VIL,, 1b. 

. VIR,2 und VIR,5; VIL,4 und VIL,5; VIL,7a und VII,, 3a; 
VIl,, 7a und VII, 3b; VII, 1a und VII,, 2a. 

. VIL, 3 und VII, 4; VII, 5 und VIL,, 6; VIL,”7a und VII, 2; 
V1ll,, 42 und VIII,, 8. 

„ Vll,,4 und VII, 6; VIL, 7a und VIl,,4; VIIL,2 und VIIL, 1. 

„ Vll,, 7a und VII,, 3; VIl,, 7a und VIl,, 3b; VIl,, 1a und VII,, 3b; 
Vll,, 5b und VIL, 1b; VII, 42 und VIII, 8. | 

. VII,,4 und VI, 5a; VII, 7a und VIIJ,, 3a; VII, 7a und VII, 3b; 
VIR, 11 und VII,, 2a; VIIL,2 und VIIL, 1. 

‚ VI,,3 und VIL,, 5a; VIL,5 und VII, 5a; VIL, 11 und VIJ,, 2; 
VIl,, la und VIlI,, 2; VIII, 42 und VIIL, 8. 
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H, 14 aus VII,, 5 und VIL,, 5a; VII,, 7a und VIL,, 4; VIl,, 11 und VII, 3a: 


15 
16 
1:1 
2 

3 


6 


=] 


I 


10 


11 


15 
16 


17 


15 





VIL,4 und VIL,5; VIL,5 und VIlL, 6: VIL, 11 und VII,, 


VIII,, 42 und VIll,, 8. 

VIII,, 42 und VIII, 8. 

VII, 4 und VIl,. 5a: VII. 5a und VIl,, 6; VIII, 42 und VIII, 8. 
VL.2b; VIL.3a und VII,4: VIL,,5b und VII,, dd. 


’ 


VIl,,4; VII,, 1la und VIl,, 2a. 


VI., 5a; VII, 1la; VIL, 11 und VIL, 4; VII,, 2 und VII, 5; 


md Ot 
”»* 


VIl,, 11a und VII,, 1a. 


MW I VB; 


VII,, 5a: VIL. 11 und VIl,.5; VII, 3a und VII, 5b. 
VI,,2b und Vl,2e; VIl,,4 und VII, 5a: VIl,, 2a und VIJ,, 4: 


VIl,,5a und VIl,, dd. 


Vl.2b und VI. 2e: VIL,5a und VII, 6; VIl,. 5a und VIL, 5b; 


VIl,,5e und VIl,, dd. 


VH,, 11 und VII, 11a; VII, 11a und VIl., 2; VIl,, 11a und 


VIl,, 2a. 


VIL, 11 und VIL. 4; VII. 7a und VIl,, 11a: VIL, 7a und VII, 1a; 


VIl,,2a und VIL, 3b: VIlL,.5a und VIl, 5b. 


V1l,. 7a und VIl,, 11: VIlL,, 7a und VIL. 1la: VIl,,2a und VI], 3a; 
VIIL,.5a und \VIl,,. De. ; 
Vl,.2b und VI,3b;: VIL,, 11 und VIL,5a: VIl,5 und VIL,, 5a; 


V1l,,5b und VI, 1b. 


VI,. 11 und VIl,, 4: VII. 5 und VII,, 5a; VIl,, 7a und VIl,, 1a; 
\Il,,5e und \Il.1b. 

VIl,, 11 und VIlL.5; VIL, 3 und VIL, 5: VIL, 11 und VII, 4. 
VIL, 11 und Vil,..5; VIL, 11a und VIL, 3; VIL, 1la und 
ViI,. 3b. 

VIIL,4 und VIL,5; VIL,,4 und VII,,6: VII,,7a und VIl,1la. 
VII. 11 und VIl,, 5a; VII,,4 und VIl,,5; VIL,5 und VIl,, 5a; 


\1l,,1la und VIl,, Ba. 


VII.. 7a und VIL, 11: VIL, i1la und VII, 3; VIL, 1la und 
VIl,, 3a. 
VIL.11 und VIl,,5a: VIl,,4 und VIL.5a: VII, 5 und VIl,>a: 


VIl,,11 und VIl,, la: VII,,3 und VIl,, 6. 


Vil,, 11a und V1l,, 3. 


/ 
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I, 20 aus VIl,, 11a und VII, 3. 


21 
22 
23 

K,l 


- 


- 


VI, 11a und VII, 3b. 
Vll,, 1la und VII,, 6. 


. VIL,,5b und VII,, de. 


VI,,2e und Vl,,3b; VIL,3 und VI1l,,4; VIL,5 und VII, 6; 
VIl,,5a und VII, 1b. 

VIL,3 und VIl,,5; VIL,4 und VIJ,, 6. 

VI,,2 und VIl,,5a; VIl,, 11 und VIl,, 3b; VIL,1a und VIL,2; 
VII,, 1a und VIl,,3a; VIl,,5a und VII, 1b. 


, VIL, 2a. 


VIL, 11 und VIl,, 5a; VII,,3a und VII, 3b; VIL, 5b und 
VI, 1b. 


‚ VI,1 und VI,2; VIL,3 und VII, 5a; VII,,4 und VII, 6. 


VI,2e und Vl,3b; VIL,11 und VIL,,4; VIL,3 und VIL, 4: 
V1,,5 und VI1,,6; VIl,, 5a und VIL, 1b; VIL,,5e und VIL, 1b. 
VIL, 11 und VIl, 4 VILR, 1la und VIl, 1a; VIL,2a und 
Vll,, 3a; VIl,,2a und VIl,, 3b; VIL,,5a und VIL, 1b. 

VIl,11 und VIL,5; VIL,2 und VII, 4; VIL:;3 und VIL,5; 


_ VIR,11a und VIL, 3b. 
„ VIL,11 und VIL,5; VIL,3a und VIL, 3b. 


VIl,,3 und VIL,4; VIL,11la und VIl,,2. 

VIL,,4 und VIl,,6; VIL, 11a und VII,,4; VII, 3a und VIJ,, 4. 
VIL, 11 und VIl,, 5a; VIL, 11 und VIL, 1a; VII, 3a und 
VlU,, 3b. 

VI,,3 und VII,,5a; VIL,ıila und VIl,, 3b. 

VIL,2 und VIL,5a; VIl,5a und VIl,,6; VIL,, 11a und VIl,,6; 
Vll,,2 und VII,, 6. 


‚ VI11,,5; VII, 11a und VIl,, 2. 


V11,5; VIL,5a; VIL,, 11 und VIL, 3; VIL,3 und VIL,5; VIL, 11 
und VIL,,3a: VIL,1a und VIL,6; VIL,,3a und VIl,, 6. 
Vl,2b und VL,3b; VIL,5; VIL,3 und VIL,,4; VIL, 5d und 
VIL,1b. 


„ V1L,5; VIL,11 und VIL,3; VIL,4 und VII,,5a; VII,, 1la und 


VIl,,3a; VIL,2 und VIL,,3b; VIL,5a und VIL,,5b. 


. V11,3; VIL,3 und VIL,5; VII, 11 und VIl,, 3; VIL,5 und VII,,6; 


\1l,.11 und VIlL,3b. 
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M, 6 aus V1l,,3b; VIL, 11 und VIl,,1la; VIL,, i1la und V1l,,2; VIL,, 2 


und VIL,2a; VIL,5 und VIl,5e. 

VIL.8; VIL,3 und VIl,,4; VIL.3 und V1l,,6; V1l,,5 und 
V11,,6; VII,,7a und VII,,7; VIL,7a und VIL,,3b; VIl,,5e und 
Vil,, 1b. 

Vlll,,8; VlL,,5a und V11,,6; VIl,,2 und VIl,, 2a. 

VII, 4 und VIL, 8; VII,,5 und VIl,, 5a; VIL,5 und VIl,, 8; 
VIIL,7a und VIl,,3: VIl,7a und Vll,,3a; VIL, 11 und VIl, 3a; 
VIl,, 11a und VIl,,3;: VIL,, 11a und VIl,, 3a; VIl,,2a und VIL,,5; 
V1l,,3 und VIl,, 3a. 

VIL,,11 und v1l,,2; VIL,& und VIlL,5a; VIl,5 und VIL,8; 
VI,, 11 und VIl,,2a; VIl,,3 und VIl,, 3a. 

ViI,,. 2 und VIL, 5a; VIl,, 5 und VIl,,6; VII, 5a und VIl,8: 
VIl,, 11 und VIL,3; VIL,3 und VIl,,3b; VIIL,,5b und VIl,, 1a. 
VII,,4 und V11,,6: VIL,,3 und VIL,3b: VIL,,5b und VIL,1b. 
VIL,1la und VIL,,3b; Vll,,2 und VIl,, 3a. 

VIL,3 und VIL,5; VIL, la und VIlL,4; VIL,2 und VIL,4:; 
Vll,.5a und VII, >d. 

VIL, 11 und VII, 6; VIL,4 und V1l,5; VII, 3b und VIl,4; 
Vll,5b und VIl,>5d. 

VIL,3 und VIl,5; VIL,2 und VIl,3; VIL,2 und VIl,, 3a. 
VIL, 3 und VIilL,5; Vi, 3 und VIl,4; VIL, 7a und VIl,3: 
VIl, 7a und VIl,6; VIl, la und VI1l,2: VIL.1la und Vil, 2a: 
Vil,, 1a und VIl,53b: VIL,2a und V11,6:; Vil, 5a und VIl.,.>b. 
VI,3 und VIl,5; VIL,11 und VIL,6; VIL,4 und VIl,5: 
Vll,1ila und VIl, 3a. 

VE. 22: un4 VE..5; VIL,3 und VI1l,6;: VIL,4 und Vil,,5: 
V1l,.3 und VIL,4; VIL,4 und VIl,6; VIL,5d und VIl, 1a. 
ViI,2 und VIL, 3; VIL,3 und VIl,„4; VUI,5 und VIl,8; 
Vll,..7a und VIl,2; V1l,7a und VIl,2a; VIlL,1la und Yll,>5: 
VIl,1la und VIl.5b: VIl,la und VIl,2. 
VI, 2 und VIlL, 4; VIlL,2 und VIl,6; Vil,4& und VIil,8; 
VIl,5 und VIL, 6; VIL, 7a und VII, 3; VIl., 7a und VIl, 3b; 
VIlL,1a und VIlL,4; Vll,5e und VIL,la. 
‚ VO,2 und VIL,5a; VIl,5a und VIL,8; VIl,1a und VIl,, 2a; 
Vll,.3b und VII,6; VIL,5b und VIL, 1a. 
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M,23 aus VIl, 4 und VIl,, 8; VII, 7a und VIL, 6: VIL, 2a und VIL, 5; 


10 


Il 


15 
14 





Vll,5e; und VIL,1a. 

VIl,. 7a und VIl,, 2. 

V1l.4 und Vl.>a; VIL, 11a und VIl,,>a. 

VII, 2 und VIL,4; VII, 3b und VII,4: VIl,5d und VIl,1a. 
V1l,,3; VIL,.3 und VIL, 4; VIL,3 und VIL,5; VIL,5 und VII, 6; 
\1l.5 und VIl,3a: VIL,3 und VII, 6. 

V11.6; VIl,2 und VIL,3a; Vll,2 und VII, 5b. 

V1l,6; VIL, 11 und VIL,8; VIL,2 und VIlL, 3; VIL, 2 und VIl,, 5; 
Vll,,. 4 und VIl, 6; VII. 5 und VIL, 8: VIL,>5 und VIl, 5b: 
\ll,. la und VIl,1b. 

V1l,, 2; VIl,. 11 und VII, 6; VIL,2 und VIl,3b; VIL, 2 und VIl,4: 
VIl,.2a und VIll.3b; Vll,.3 und VIL,>3b: VIL,3b und VIl,,4. 
VI,2 VIL,3 und VIIL,4. 

V1l, 3; VII, 3 und VII, 4; VIlL,,5a und VIlI,8; VIL, 11 und 
V1l,6; VIL,2a und V11,6; VIl,3 und VIl, 3a. 

VII, 3a: VIL.3 und VIl,5; VIL, 3 und VI], 5a; VIL,5a und 
VI.,8; VIL,11 und VIL,3; VIl,1a und VIL,3a; VIL,2a und 
Vll,.3a: VIL.3 und VIl,3a: VIL.3a und V1l,6; VIl,.>5a und 
\11,.6. 

Vll.3a: VIL.3 und VIL,>5a; VIL,2a und VIL,3:; VIl,5b und 
VIL,1b. 

Vll,.3b; VIL, 11 und VIL, 2; VIL, 3 und VIL, 8; VIL, 5 und 
VU,. 8; VII, 2 und VII, 3; VIL, 2a und VII, 4; VIl, la und 
V1l,1b. 

VII, 5b; VIL, 11 und VIL, 3; VII, 3 und VIL, 5; VIL,3 und 
VIl,.>b. 

VIL, 11 und VIL,53; Vll,2 und VIl, 8; VII, 1a und VI], 6; 
VI, 2 und VIl, 2a; VIl,2 und VIl, 5b; VIL, 3 und VIL,3b, 
\VIl.4 und VIL,8; VIl,6 und VIL, 8; VIL, Ila und VIl,, 3: 
VII, 2 und VI, 2a; VII, 2 und VII, 5b; VIl,3 und VIl,8; 


ID 


\ll,.5a und VII, la. 
\ll,5a und VIl,. 6; VIL, 5 und VIl, 3a: VIL,3b und VII, 6. 
VII, 11 und VIl,, 8: VIL,2 und VIl, 8: VlIL, 5a und VII, 6: 
VIL, 11 und VIl,4; VIL, la und VIl,>3; VIL, 2 und VI], >a, 
\1l,.3 und VIl,>3b. 











N, 15 aus VIL, 
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2 und VIL, 4; VIL, 2 und VII, 5a; Vli, 6 
Il und VIl.5b: VIL,2 und VII. >a: 
3 und Vll,.5b: VIL,3 und VIl., 4. 


Bi VIE, 53 VIE, 8 und VL. 5a; ViL,3 und VIlL.; 
5a und VIl.6: VIl. il und VII, 2: VIL,2 und VIl., 
3 und V11,6: VIl,. 3a und VIlL,>5b: VIl,.5a und VII, 
4 und VIl,5; VIL, 11 und VIL, 8: VIl, 2 und Vll, 
2 und VII, 5; VIL,3 und VIL, 8; VIL, la und VIl, 
3b und VI1L,6: VIl,.Ia und VIL,1b. 

3 und VII,4; VIL,2 und VIl,4; VIL,2 und VII, 
6 und VI1l.8: VIL, Ila und VIl,5b;: VIl,.1la und VII. 


2 und VIl.,,3: VII, 5a und VIl,1la. 
4 und VIL,5; VIlL,2 und VI1l,.4. 

4 und VIl,5; VIL, 11a und VIl, 3b: 
5a und VIl,.1b. 

2 und \VIl,, 6: 
V1l,,8: VIL,5 und VIl,, 6: 


6: Vll,5a und VII, la. 


Vil,2 


VIl.1la und \Il.. 6: 


Vll,3b: VIl,5a und VIL,1b. 
lla und VIl. 6; VIL,>5 und VIl., 6: 
2 und VII, 3b. 

3 und VII. 6; VIL., 3b und VIL,4:; VIL, 
3 und VIll,5a: \Il,3a und VIl,, 6. 

3 und VIl,.6: VIL,4 und \Il,. 6: 
DB: 4.2 und Nil. 3: Vil, 3 


und VIl, 6: 


und \Vll.. 
\1l.2a und VIll.. 


‘ 
. 


Q, 
«). 
> 
) 


s 
4 


VI. 2 und \VIl. 
Dd und VII. 


VIl. ila und VIl.2. 
\ıll. 2 und 
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&$: 


Ei. 
ed). 


oh 


-—— 
Par 


bh: 


). 


und VIl.3: 


Vll.3 und VIL,5: VIb.3 und \V 11.6: VIl, 4 
V1l.2 und 


VIl,2 und VII, 6; Vll, 3 und Vll,4: VIL, 1la und \ 11,5; VIL,2 
9a; 


lb. 


VIl,3a; Vll,2 und V11,.6; VIl,.5a und VIl. 5b: \VIl, 3a und 


VI, 
VIL; 
16 Vl,, 
VIl, 
Vi, 
17 VIL, 
VII,, 
VIl,, 
18 VIl, 
VIl,, 
VIl,, 
19 VII, 
20 VII, 
VIl,. 
Bi: 2 AV 
und 
VIl,, 

22 
und 
25 Vi, 
VII, 
24 VIl.. 
DE: Wk 
26 VI, 
OÖ, 1 VI,, 
VII, 
u Y 
VI, 
3 VL, 


v1, 


4; VIl,5b und VII, 6. 

2 und VIL.6; VIl,6 und VIl, 8; 
3 und VIl,.5a: \Vll.3a und VIl,>5b. 
3 und \V11.,6; VIl, 2 und VIl. 3a: VIl,, 
3a und VIl.3b: VIL,4 und \VIl, 6. 


\1l, 2 und 


\1l, 


3 und Vll.. 


‘) 
, ® 
Li “ 


> 
aA, 


$70. Als polar einander entsprechende oder kurz polare Constructionen 


an zwei polaren Körpern X, und K, gelten solche, bei deren Ausführung die 


Körper zu einander polar bleiben, so dass jeder Kante (f,, f,) oder (e,, 


e, 


des einen K, eine bestimmte Kante (e,, e,) oder (f,,f,) des anderen A, ent- 
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spricht. Wird z. B. von K, durch eine Ebene S eine n-kantige Ecke e, ab- 
geschnitten, so dass die Flächen, die Ecken-, die Kantenzahl von K, sich 
bezüglich um 1, um (a—1), um » vermehrt, und wird bei K, auf die ent- 
sprechende »-kantige Fläche f,, mit passender Grundfläche, eine »-seitige 
Pyramide mit der Spitze P aufgesetzt, so dass die Ecken-, die Flächen-, 
die Kantenzahl von MX, sich bezüglich um 1, um (»—1), um » vermehrt, 
so sind die entstehenden Körper im allgemeinen wieder polar zu einander 
und können diese Constructionen als polare bezeichnet werden. Das Gleiche 
ergiebt sich, wenn die Ebene S durch einen Endpunkt e, einer der in e, 
zusammenstossenden Kanten von X, geht, und wenn entsprechend die 
Spitze P in der durch die entsprechende Kante von f, gehenden Ebene fi 
von R, liegt, wobei sich die Anzahl der neuen Ecken und Kanten bei K, 
und die der neuen Flächen und Kanten bei K, je um Eins verringert ($ 71). 

Ebenso lassen sich bei einem autopolaren Körper an einander 
polar entsprechenden Eeken- und Flächensystemen polare Constructionen 
ausführen, bei denen die Körper autopolar bleiben. Auf solchen beruht das 
Kirkmansche Verfahren zur Herstellung allgemeinerer autopolarer Körper: 


Aus einem Eulerschen Körper 





mit einer mehrkantigen Fläche F 
erhält man einen neuen Körper mit 
einer um Eins vermehrten Flächen- 
und Kantenzahl, wenn man F um 
eine Diagonale bricht und durch zwei 
Flächen F, und F, ersetzt. 

Ist F n-kantig, so werden F, 
und F, bezüglich »,- und »,-kantig, 
wo 


mit einer mehrkantigen Ecke E er- 
hält man einen neuen Körper mit 
einer um Eins vermehrten Eeken- 
und Kantenzahl, wenn man E durch 
eine Zwischenkante trennt und durch 
zwei Ecken E, und E, ersetzt. 

Ist E „-kantig, so werden E, 
und E, bezüglich n,- und n,-kantig, 
wo 


n.+n=n-+2. 


Ist der Eulersche Körper ein autopolares Vieleckflach und entsprechen 


die Fläche F und die Eeke E einander polar, sowie auch bezüglich die 


Diagonale, um welche die Breehung von F, und die Zwischenkante, durch 
welche die Trennung von E erfolgt, so wird der neue Körper wiederum 
autopolar, und zwar mit einer um Eins erhöhten Flächen- und Eekenzahl. 

Kirkman hat zur Ableitung der autopolaren Körper aus deren ein- 
fachsten Vertretern, den Pyramiden, sein Verfahren noch auf zweifache Art 
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erweitert”); doch würde die Ausführung hier zu weit führen, zumal da die eben be- 
sprochene einfachere Öonstruetion bei ihrer Anwendung aufalle autopolaren Acht- 
eekflache zu sämmtlichen in $ 66 angeführten autopolaren Neuneekflachen führt. 
$ 71. Die polaren Uonstructionen ergeben noch bei einem anderen 
Verfahren allgemeinere Vieleckflache, sowohl autopolare als parapolare: 
Aus einem autopolaren Körper K, sei durch irgend eine Construction ein 
neues Vieleckflach X, hergestellt, so ergiebt sich aus K, durch die polare 
Construction ein dem ersten K, polares zweites Vieleckflach K;: je nachdem 
nun K, und X, von gleicher oder von verschiedener Form sind, ist X, auto- 
polar oder sind K, und K, zusammengehörig parapolar, so dass hier der 
Unterschied der autopolaren und parapolaren Vieleckflache sofort hervortritt. 

Zu den einfachsten Construetionen dieser Art gehört der Ansatz einer 
dreiseitigen Pyramide an eine Fläche f, von K,, so dass die Spitze P in 
eine (erweiterte) benachbarte Seitenfläche f, fällt, und entsprechend der Ersatz 
der polaren dreikantigen Ecke e, durch einen dreikantigen Schnitt 8, der 
durch die entsprechende benachbarte Ecke e, geht ($ 70). Bei beiden 
Constructionen tritt ein Gewinn von einer Fläche, einer Ecke und zwei 
Kanten ein, so dass aus dem »-Eckflach K, ein (a+1)-Eckflach K,, be- 
züglich X, hervorgeht. Im allgemeinen ergeben sich bei diesen Uonstructionen 
für jede dreikantige Fläche f, von X, drei Paare von Körpern K, und K.. 
(Vergl. $58 und die Figuren 66 und 67). 

Wird dieses Verfahren polarer Constructionen auf die 16 autopolaren 
Achtflache angewandt, so ergeben sich 358 Neuneckflache, von denen 
51 autopolar, die übrigen 256 parapolar sind, beiderseits mehrfach ver- 
treten. Unter den so gewonnenen autopolaren Neuneckflachen treten neue 
Formen nicht auf, wohl aber drei Paare parapolarer Neuneckflache, die 


unter den in $ 68 verzeiehneten nieht vorkommen, und zwar, im Anschluss 


72 


an die dortige Bezeichnung, die Neuneckflache: 
(65, 554). 


FE IE 5, rd Re 


ww 


| b,) 6 hi; ) BER w nF RR D.; Pi, 5 
H. (644, 5444). 
I a u; 


IB TEE 2. 5 A 2-3. 4,34, 2,) 


Ir 


*) Vergl. M. Brückner, Vielecke und Vielflache, Theorie und Geschichte 
Leipzig, B. G. Teubner, 1900. 
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M. (5443, 5444). 
| a) (Su; 4, 4; Ds 4, da Du 4,, > JPPE: du a7 In ). 
| b) (Bu; 4, 4,24 4,, Dun 4 4. 3; Is > 3 4,, ): 
Der Ansatz von vierkantigen Pyramiden über den vierkantigen 


4 


‘) 
©), 


27. 


34? 4 4? 


2 
“u. 


Flächen f, von K, und der Ersatz der polaren vierkantigen Ecken e, durch 
vierkantige Schnitte lassen sich ebenfalls ausführen, so dass aus dem auto- 
polaren »-Eekflach K, ein (a+1)-Ecekflach X,, bezüglich K, hervorgeht. 
Jedoch wird durch derartige Constructionen für a=8 die Reihe der auto- 
polaren oder parapolaren Neuneckflache nicht erweitert. 

Schliesslich seien noch drei Paare parapolarer Neuneckflache ange- 
führt, welehe sich bei Vergleichung der Formen dieser Körper als fehlend 
herausgestellt haben: 

(65, 44444), 


2) 


er Er 
a) ) (5..; 4 


Sr ET 


15 2» 2: s» 7139 
J. (554, 5444). 

are 3 4,,; 4,, 35} a ı dus 4, 30 Ian 4, ). 
’ 913: 4,, 4, 4,, ae 9 5? 35 5 4,, 3) 


15 123) 


[2} r [p} - 
BB 


F. Eintheilung der Vielflache. 
$ 72. Die aus dem Satz Il in $ 62 hergeleiteten Folgerungen lassen 
sieh unmittelbar auf die ebenflächigen Körper im allgemeinen ausdehnen, 
mögen dieselben als Vielflache oder Vielecke im engeren Sinne zu bezeichnen 
sein, d.h. mag in ihnen f > oder <e gegeben werden. 
In der That handle es sich etwa um ein Vielfach mit der Flächen- 
zahl f, und es sei 
e=/[-—-I, 
so erhält der Satz I in $ 14, nämlich 
2f-e=>,-3u+4 
die Form 
I. f= 2,„-3u—1l+4. 
Darum hängt auch hier die Flächenzahl des Vielflaches, abgesehen 
von /, dem Ueberschuss der Flächen- über die Eekenzahl, von dem 
Werthe von 
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B= 


m 


u 
ab, bleibt also, entsprechend dem Ergebniss in $ 62, 
11. 


ist, vorausgesetzt, dass 


3 N ’) > | ar > 
0G,e,rPı6 - € 


> | .) a 1} 
es +Pe,rye,+t‘-- nt? 


ungeändert, wenn 


/ ) u er Ri AA. 
ol -H pu 77 v | b) o I [? WW; 
— 7 ai ) Ar n .—.—.—— 3 / a® ’) I. Ay BL RER 
= 4, — PP, wm + Yıyı T (a, +P,+Y: 


Hinzugefügt sei noch, dass der Ausdruck D sich auch darstellen lässt 


in der Form 

Bardear+--- 
des Vielllaches ist. 
Vielllachs. 


werden kann, weil für die dreikantigen Ecken e; 


wo h die höchste Eekenzahl 


alle, auch die dreikantigen Ecken des 


> 


(h—5) e,, 


und dass D als sieh auf 


beziehend erachtet 


die Differenz Im, — 5 u; 


verschwindet oder sich O-e, als Anfangsglied zur rechten Seite der letzten 


Gleichung ergänzen lässt. 


Es mören nunmehr Vielflache. bei denen die Eekenzahl dureh die 
tee) 


Flächenzahl z» um / übertroffen wird. dureh (N), bezeiehnet. und die Fälle. 


wo / gleich Null oder negativ wird, welche den Vieleckflachen oder den 


Vielecken im engeren Sinne entsprechen, nicht ausgeschlossen werden, wenn 


ferner unter e,, wie früher, A-kantige Ecken zu verstehen sind, so lassen 


sich die in den Paragraphen 19—23 zusammengestellten Vielflache in kurzer 


Uebersicht aufführen. 


$ 73. Uebersicht der n-Flache, vonn=4Abisn=9. 
eg Frühere Bezeichnung Eckengruppe ri ed r 
s=4: (IV) IV.1. (+e,; 1 Vierflach, 
a=5:(V) V,1 (6 e;) | Fünfflach, 
23.5 e,.te | 


. 


BE 0, 
0 2 Re Bra ee er 7 


n=b: 


VD. 


vn) ER 

(NND: Vi,1 De 9 
Be N 4 (ke 

(VE, IA,1. Je,, 2e, 





2 Fiünttlache. 


ID 


Sechstlache, 


IV 


ph u dh 


‘ Seehstlache. 
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Frühere Bezeichnung 


7: (VID, VO,,1-—VIL,5 


n= ({: 


(VID), VIL,3—-VIL,10 . 
(VID, VIL,2; VIL,11 . 


Eckengruppe 
(10 e;) 


(e, 8e;) 
(e;, Te;) 


VI, 1—-VIl,, 6; VII, ‚8-VIL,,10 (2 e,, 6e;) 


VID, VIL.ı 
u E75 «9, En 
VIL,1-VIL,4: VIL,6 
(VID_, VIL,5 
VIL,1 


: (VII, VIIL, 1-VIIL, 14 


(VII), VIII, 6-36; 43-48; 52 
(VII), VII, 3-5; 37-41; 49-51 


VII, 2-27; 35-41; 44-71] 


VIIL, 85; 86; 92 
(VII), VIIL,2; 42; 54 


VIIL,1; 28-34; 43; 72— _84) 


VII, ‚90: 91 


(e,, 6e;) 

(&, &4,96;) 
(3e,,4e;) 
(e,, 2e,,36;) 
(4e,, 2e,) 


(12e,) 
(e,, 10 e;) 
(e,, 9e;) 


(2 e,, 8e;) 
(&;, 8e;) 


(e,, e,, (e;) 


VIII: 9-31;39-49;55—60 (3e,, be,) 


(VIID, VIL,L. 
VII,,42; 89 . 
VIII, 87; 88; 93 


(e,, Te;) 
(&, e4, 6 e;) 
(2 e,,66e;) 


VIN,;, 8; 32-38; 51-54; 61-67 (e,, 2e,, De,) 


VL, 1-7; 9-13; 16—20. 
(VIID_, VIII;,, 50; 70 
VII, 68; 69 . 5% 
VIl,,8; 14; 15; 21; 22. 
VIlL,,1; 2. 
(VIII)_, VIIL,, 23 
VIl,1i 


(4e,, 4e,) 
(&;, 264, &e;) 
(2e;, e,, te) 
(&,936,,96;) 
(De,, 2e;) 


(2e,, 2e,,2e;) 


(6 e,) 


fe) 
2 
I 


DD 


> 
1 


1 


34 Siebenflache. 
14 Achtflache, 


38 





Anzahl 
der Vielflache 


5 Siebenflache. 


.. 


257 Achtflache. 



































Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(Von Herrn M. Hamburger.) 


Die bekannten Beziehungen zwischen den partieulären Integralen der 
zu einer linearen homogenen Dißerentialgleichung adjungirten Differential- 


gleichung und denen der ursprünglichen Differentialgleichung können un- 


10° 
mittelbar aus den ersten Zwischenintegralen der letzteren abgeleitet werden. 
wie hier gezeigt werden soll. 
Es sei 
(1.) Py) = y"+py" "+ +py = 0 

die vorgelegte Differentialgleichung zter Ordnung, in der p,,---,p, Funetionen 
von x sind. Ein Fundamentalsystem particulärer Integrale derselben sei 
Yı, Yo, °', 9.5; dann können mittelst desselben » erste Integrale von (1.), d.h. » 
Differentialgleichungen (2—1)-ter Ordnung mit je einer willkürlichen Con- 
stanten, die der Gleichung (1.) als Integrale genügen, hergestellt werden. 
Bezeichnet nämlich y das allgemeine Integral von (1.), so ist 





yzcytraytr"tCY 
(2.) Y = cYyı + @Yy: ++ c,Yy i 
Gare 4 
y'“ a c, yir-d . ey") ee C, y\ 1) 
und indem man dieses Gleichungssystem nach den Üonstanten e, 6, :,, € 
auflöst, 
c = 3,494231Y9 +°*- Fa,y" 


51. Dar a u 777 


na 


C, — 22 Y 


(3.) 





C, v Zu 2 


[A 
D— 
2y 

[A 
— 


1 04 
A Oyıı=®) 
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? Y 
Be 
wenn d1=| | er 

2 Ye Eur: y 1) 
gesetzt wird. 4 ist wegen der linearen Unabhängigkeit der Integrale 
Y,9,*, 9, von Null verschieden. 

Jede der Gleichungen (3.) ist ein erstes Intergral von (1.) und 
muss nach & differentiirt auf die Gleichung (1.) führen, und da der Coefficient 
von y”” in der 4-ten Gleichung nach der Differentiation z,, ist, so erhält 
man folgende » identische Gleichungen 


l ! en n n— 
(4) | 1 y4+2u 4 + 2.Y N = zu{y” +py" "+ tm}. 


(k= 1,2,...,n) 
Hieraus sieht man, dass 23,,. 2, +++, 27m, WO 
oA 
AT 
= A 
ist, Multipliecatoren von (1.) sind. Diese sind ferner von einander linear 
unabhängig. Denn bestände die Gleichung mit constanten Üoeffieienten 
4,314 &2.» ++ 4,2. = 0, 
so erhielte man aus (3.) durch Addition der mit a,, @,...,a, der Reihe 
nach multiplieirten Gleichungen und darauf folgende Differentiation nach 
(B.) V=yteytt+nay"”, 
wo die q Funectionen von = bedeuten, gültig für alle Integrale der 
Gleichung (1.). Setzt man nun Y,,%5,+..,9%, für y, so erhält man aus (D.) 
rn Gleichungen, deren Zusammenbestehen das Verschwinden von # zur Folge 
hätte, gegen die Voraussetzung, dass Y,,%2,...,9. ein Fundamentalsystem 
ist. Durch Gleichsetzen der Coefficienten von 9, y',...,y” auf beiden Seiten 
der Gleichung (3.) ergiebt sich 





dzıx 
d — P. Suky 
d za, 
21% + dz us Pr-ı nry 
(6.) dz;, ing 
237. + dz u Pn—2 uk; 
dz,x 
Zu 1,k 7 dz .. Pı Zuky 
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und daraus in bekannter Weise für z,, die adjungirte Differentialgleichung 


i 2 d" 2 dr -! (p, p2 dr-?(p, z) | " 
P (z) mann a“ . - +..+.+(-]1) Pn? — A), 


7 ad 7 ai 
und die anderen z,,, wie ebenfalls aus den Gleichungen (6.) hervorgeht, 
sind mit z,, durch das Gleichungssystem 


d(Ps-ı2"r) , d’(Ps-22) | 
2 E 


dx ” dx’ 


' 
d’z nk 


(7.) Bn-s,k Z Ps Enk +(— 1) 
n—s, k P; nk Zu d 


dx’ 
verbunden.”) 

Setzt man in (4.) für 2,., 23, .. ihre Ausdrücke durch z,, nach (7.) 
ein und bezeichnet den so entstehenden Ausdruck auf der linken Seite mit 
P (y,z,,), so kann man nach einem von Herrn Frobenius a. a. Ö. angegebenen 
Verfahren unmittelbar den Jacobischen Satz ableiten. Man betrachte den 


Ausdruck 


—_P(y3)—3P(y). 
Dieser verschwindet nach (4.) für 3=z, (k=1,2,...,n) also für » nach 
dem Obigen linear unabhängige Integrale der Gleichung P'(z) = 0, folglich 
muss der fragliche Ausdruck bis auf einen Factor mit P'(z) übereinstimmen, 


und da der Coefficient von 2” in jenem Ausdrucke (—1)"""y ist, so besteht 
die identische Gleichung 
d P/ EEE \n—-1,,p' 
= (93) -3P(y) = (-1)""yP’(@), 
welches der Jacobische Satz ist, aus dem sofort erhellt, dass die Integrale 
der Gleichung P(y) = 0 Multiplieatoren von P'(z) = O sind. 
Schliesslich sei noch gezeigt. wie aus den Gleichungen (3,) unmittelbar 
die Integration der completen Differentialgleichung 
(8.) Py)=», 
wo p eine Function von x bezeichnet, mittelst eines Fundamentalsystems 
Yı, Yo, ++ .,9. der redueirten Gleichung 
Fy)=V 
bewirkt werden kann. 
Aus (4.) und (8.) folgen für die Integrale y von (8.) die Gleichungen 


/ 


*) Frobenius, „Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen“. Dieses Journ. Bd. 76, p. 260. 
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u ytrayt tag" =Szupde 
22 Yyt aa y to tzuyg"” = /2.pde 


(9) 





ya te tag” = SZ pde 
Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit y,, 9 ..-, %, 
und addirt, so erhält man mit Rücksicht darauf, dass nach der Definition 
der 2;, 
Yzıt p32 + +92. = 1, 
Yaıtmyz. tt‘ +y23.=0 für ö>1 
ist, als Integral von (8.): 


yzy/pmde+yp/pzade+-+y/pzde. 
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Soeben erschien: 


Astronomischer Jahresbericht 
Mit Unterstützung der 


Astronomischen Gesellschaft 


herausgeseben von 


Walter F. Wislicenus. 


Band 11. 


enthaltend die Litteratur des Jahres 1900. Preis M. 19.—. 


Im Juni 1900 erschien: 


Band I. 


enthaltend die Litteratur des Jahres 15099. Preis M. 17. 


Dieses litterarische Unternehmen, dessen erster Band im Juni 1900 
erschienen ist, will eine fortlaufende Uebersicht über sämmtliche neu er- 
scheinende Arbeiten auf den Gebieten der Astronomie und Astrophysik 
veben und auch die auf den Gebieten der Geodäsie und Nautischen 
Astronomie erscheinenden Publieationen thunlichst weitgehend berück- 
sichtigen. In jedem Bande wird die in einem Jahre auf der ganzen 
Erde erschienene Litteratur dieser Wissenschaftszweige zusammengefasst, 
und zwar wird nicht nur Titel und Erscheinungsort von jeder Arbeit, 
sondern auch eine kurze Inhaltsangabe aufgeführt. So umfasste der erste 
Band die Litteratur des Jahres 1509 in 1768 Referaten, während der 
vorliegende zweite Band 2520 Referate über die im Jahre 1900 er- 
schienenen astronomischen Arbeiten bringt. Diese sind ihrem Inhalte 
nach in folgende vier Teile mit 12 Kapiteln gegliedert: 

Der erste Teil umfasst die beiden Kapitel „Allgemeines” und 
„Geschichtliches“. 

Der zweite Teil führt den Titel „Astronomie* und zerfällt in die 
Kapitel: „Sphärische Astronomie*, „Bahnbestimmung*, „Himmlische Me- 
chanik", „Instrumente und Beobachtungsmethoden* und „Beobachtungen“. 

Der dritte Teil enthält die „Astrophysik* und gliedert sich in die 
hapitel: „Allgemeines — Theoretisches — Instrumentelles“, „Die Sonne“, 
„Planeten und Monde“, „Kometen und Meteore* und „Die Fixsternwelt*“. 

Der vierte Teil endlich bringt „Geodäsie und Nautische Astronomie“, 

Diese Teile und Kapitel zerfallen in 75 Paragraphen, welche — 
wo nötig — noch in weitere Unterabteilungen g 


jedes Arbeitsgebiet sofort aufzufinden ist. Zur grösseren Bequemlichkeit 


egliedert sind, sodass 


ist ein ausführliches Namen-Register beigefügt. Der zweite Band umfasst 
XXVI u. 632 Seiten, der erste Band XXIV u. 558 Seiten in 8°, 
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ELTERN LNETREHENT 





Warte en A 


Georg Reimer 


Verlag 


Berlin W. ;; 


Lützowstr. 107/8. 


Die Oden des Horaz. 


In Reimstrophen verdeutscht und zu einem Lebensbilde 





des Dichters geordnet 
von 


Professor Dr. Karl Staedler. 
Preis Mk. 2.—, geb. Mk. 2.80. ——— 


Soeben erschien: 


Die Reehtsverhältnisse 


Hochsehullehrer in Preussen. 


Zum praktischen Gebrauche 


dareestellt von 


Conrad Bornhak. 


Preis broseh. M. 2.40. 


Zum ersten Mal erfahren hier die Rechtsverhältnisse der preussischen Hochschul- 
lehrer eine, zum praktischen Grebrauche geeignete Darstellung, für die dem Verfasseı 


jenutzung des amtlichen Materials vom Ministerium gestattet war. Nur auf Grund 


(\leESes 
Materials war es bei der grossen Bedeutune der Verwaltunespraxis für das Univeı 
m) 
recht dem Verfasser möglich, die Materie erschöpfend zu behandeln. 
Da bis jetzt eine zusammenfassende Arbeit über die Rechtsverhältnisse der Hoel 
schullehrer fehlte, wird Bornhak’s Buch jedem an einer preussischen Hochschule im Lehramt 
Thätigen äusserst willkommen sein. 


Im vorigen Jahre erschien: 


Geschichte 
der 
Preussischen Universitätsverwaltung 
bis 1810. i 
Von 


Conrad Bornhak. 


Preis brosch. M. 3. 
Die Berliner philol. Wochenschrift schreibt hierüber u. A.: 

Der Verfasser hat nicht bloss eine Zusammenstellune von schätzbaren Materialien 
zum künftigen Gebrauche geliefert, sondern hat seinen Stoff zu gestalten gewusst. Dabei 
ist das Buch trotz der Fülle des Gebotenen von mässigem Umfange. Man muss gestehen, 
dass diese unparteiische und streng objecetive Darstellung die deutschen Universitäten, wie 
sie bis zum Beginne der neuesten Zeit waren, in einem wenig erfreulichen Lichte zeigt, 


ja dass sie eine Art von Ekel erregen müsste, wenn sie nicht an erheiternden Einzelheiten 


so reich wäre. .. . Von ganz besonderem Interesse sind die Abschnitte, welche von der 
{« , 


staatlichen Aufsicht der Universitäten handeln. Man bewundert die grenzenlose Geduld, 
mit welcher der Staat soviel Unsinn und Willkür Jahrhunderte lang ertragen hat, ohne 
von seiner Gewalt einen ernsten Gebrauch zu machen. 
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